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Bevezetés
A nagyintenzitású fény és anyag kölcsönhatásakor fellép�o nemlineáris jelenségek kísérleti tanulmányozása a
lézerek felfedezése után vált lehetségessé a 60-as években. Ezekkel a fényforrásokkal biztosítható olyan nagy
fotons�ur�uség, hogy az anyagot alkotó részecskék (atomok, molekulák, vagy egyszer�uen elemi töltések) szá-
mottev�o valószín�uséggel egyszerre több fotonnal is kölcsönhatásba kerüljenek. Ennek nyomán a jelenségkör
elmélete nagyon gyors fejl�odésen ment át. A napjainkban látható újabb fokozott érdekl�odést a terület iránt els�o-
sorban azok a projektek ösztönzik, amelyek extrém nagy intenzitású egyszersmind nagyon rövid � attoszekun-
dumos � fényimpulzusok generálására alkalmas forrásoknak helyet adó intézetek (Extreme Light Infrastructure:
ELI) megvalósítására irányulnak.
A jelen jegyzet els�osorban a Szegedi Tudományegyetem Elméleti Fizika Tanszékének a téma iránt érdek-

l�od�o hallgatói számára íródott. Elkészítését els�osorban az motiválta, hogy miel�obb egy elektronikus formában
elérhet�o anyag jelenjen meg, els�osorban a témakörrel megismerkedni szándékozó doktoranduszok illetve a
�zikus mester szakot végz�o hallgatók számára. Magyar nyelven ilyen tananyag jelleg�u munka még nem
született, ezért néhány eredeti cikken kívül az irodalomjegyzék is csak néhány nemrégen megjelent, javarészt
áttekint�o jelleg�u referenciát tartalmaz.
A jegyzet anyaga az említett nemlineáris jelenségek közül a legalapvet�obbekre, nevezetesen a szabad elek-

tronok intenzív lézerfényben lejátszódó szórásfolyamataira, a sokfotonos fotoeffektusra valamint a magasrend�u
felharmonikusok keltésére vonatkozó elméleti alapokra koncentráltunk. Az a cél vezérelt bennünket, hogy a
fenti jelenségekkel kapcsolatos mérések értelmezésének legszükségesebb elméleti alapjait adjuk. Ennek meg-
valósítása érdekében a fény-elektron kölcsönhatás leírásához használatos nem-perturbatív módszereket illetve
modelleket ismertetünk, mivel a kvantumelektrodinamika hagyományos módszereivel sok esetben csak igen
körülményesen, vagy egyáltalán nem érhet�o el ez a cél. Megjegyezzük, hogy e témakörben már több össze-
foglaló cikk és könyv is megjelent a nemzetközi szakirodalomban [29-35], amelyekben az intenzív lézerterek-
ben lejátszódó folyamatok többé-kevésbé szisztematikus tárgyalása található.
A hatvanas-hetvenes évek során kidolgozott elméleti módszerekhez képest számottev�o koncepcionális át-

törés id�oközben valójában nem volt, ellentétben a kísérleti-technológiai szinten bekövetkezett szédületes iramú
fejl�odéssel. Ez azt jelenti, hogy az elméleti leírás `�lozó�ája' ugyanaz, vagyis lehet�oleg egzaktul �gyelembe
kell venni az intenzív lézerfénnyel való kölcsönhatást, s az egyéb ágensekkel való kölcsönhatást sok esetben ele-
gend�o perturbációként kezelni. Természetesen a kvantumelektrodinamika klasszikusai el�ott sem volt ismeretlen
ez a megközelítés, ott ezt Furry-képbeli perturbációszámításnak nevezik. Azt hogy mikor tekintünk egy léz-
ernyalábot nagy intenzitásúnak az természetesen az adott kísérleti körülményekt�ol (például az elektront ér�o
egyéb hatások er�osségét�ol) függ. Régóta léteznek már olyan nagyintenzitású lézerek is amelyek fókuszában
az elektromos térer�osség több nagyságrenddel meghaladja az atomi Coulomb-terek er�osségét. Nyilván, egy
ilyen intenzív lézer által kiváltott ionizáció során az atomi terek hatása gyenge perturbációt jelenthet. Ál-
talában akkor nevezzük az alkalmazott elektromágneses teret intenzívnek, ha a vele kölcsönható anyag (pl.
atomnyaláb, molekulanyaláb, fémfelület, egyéb kondenzált anyagok, szabad elektronok, plazma stb.) valami-
lyen válaszfüggvénye (pl. elektromos szuszceptibilitás, ionizációs valószín�uség, a szórt fény teljesítménye) a
bejöv�o intenzitással nemlineárisan változik. Az intenzív lézerterekben lejátszódó folyamatokat természetes mó-
don két csoportba sorol-hatjuk: lézer által indukált folyamatok (pl. többfotonos ionizáció, disszociáció, fémek
sokfotonos felületi fotoeffektusa, magasrend�u felharmonikus keltés szabad elektronon, gázokban vagy fém-
felületen); lézer által módosított folyamatok (pl. elektron szóródása atomon lézerfény jelenlétében, Röntgen-
szórás atomi elektronon ill. Auger-effektus lézerfény jelenlétében). A második típusú folyamatok �ellentétben
az els�o típusúakkal� a fény hatása nélkül is végbemehetnek. A lehet�oségek száma gyakorlatilag kimeríthetetlen,
s az elmélet folyamatos fejl�odése, az egyre szaporodó fontos kísérleti eredmények és alkalmazások részleteinek
leírásán túl, önmagukban is érdekes matematikai kihívásokkal és megoldásokkal gazdagítja ismereteinket. Az 1.
ábrán a foton-elektron kölcsönhatás lehetséges elméleti leírási módjait foglalja össze. A 8-as és a 9-es mez�ohöz
tartozó folyamatokkal (optikai párkeltéssel, fény-fény szórással és más a QED vákuum lézerfénybeli insta-
bilitásával kapcsolatos jelenségekkel) itt egyáltalán nem fogunk foglalkozni. Az általunk vizsgált jelenségek
elméleti leírásához � legalábbis a kísérletek java-részében eddig szerepl�o lézerintenzitások tartományában �
többnyire elegend�o a nemrelativisztikus kvantum-mechanika használata.
Összefoglalásképpen hangsúlyozzuk, hogy a jegyzetben az intenzív lézerterek és anyag kölcsönhatásai
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1. ábra. A fény-elektron kölcsönhatás leírási módjait foglalja össze. Az 1., 4. és a 7. mez�o azért üres, mert a
kölcsönhatás nem értelmezhet�o közvetlenül geometriai optikai sugarak és töltések között.

során lejátszódó néhány fontosabb folyamat elméleti elemzése során els�osorban a koncepcionális alapok kife-
jtését tartjuk szem el�ott, azzal a céllal, hogy a témakör további tanulmányozásához és alkotó továbbfejlesztéséhez
is kiindulási alapot nyújtsunk az érdekl�od�ok számára.
A jegyzet a TÁMOP-4.2.1/B-09/1/KONV-2010-0005 sz. pályázat támogatásával készült.

3



1. Koherens állapotok. A lézerfény mint klasszikus elektromágneses
sugárzás

A sugárzási tér kvantumos természetének koncepcióját el�oször Einstein vetette fel 1905-ben a fotoeffektus
magyarázata céljából. Elképzelése szerint a fény valamilyen ! körfrekvenciájú komponense ~! energiájú
csomagokból áll, amelyek hullámként terjednek, és egységes egészként nyel�odnek ek, illetve sugárzódnak ki.
Ezeket a csomagokat kés�obb fotonoknak nevezték el, és a fotonkoncepció a modern �zika egyik alappillérévé
vált.
Még napjainkban is szokás a fényt szemcsés szerkezet�unek tekinteni, abban az értelemben, hogy az lokalizált

részecskékb�ol - fotonokból - áll. Ez a kétségtelenül szemléletes elképzelés sok esetben félrevezet�o, ugyanakkor
az interferencia jelenségek megértésében nem segít. A fény duális természetének két oldala, nevezetesen a
diszkrétség (részecsketulajdonság) és a folytonosság (hullámtermészet), természetes egységbe ötvöz�osik a fény
kvantumelektrodinamikai tárgyalásában, melynek alapjait Dirac fektette le a húszas évek második felében.
Ezen elmélet szerint a sgárzási tér normálmódusainak diszkrét, egyenköz�u az energiaspektruma, és akkor

mondjuk, hogy n foton van egy módusban, ha az adott módus az n-edik energiasajátállapotba gerjeszt�odött. Itt
a diszkrétség semmiképpen sem térbeli szemcsésséget jelent.
A foton fogalmának értelmezése - úgy véljük - alapvet�o fontosságú a többfotonos folyamatok tárgyalása

során, ezért a Dirac-féle módszer vázolását nem kerülhetjük meg.
Úgy adódott, hogy az intenzív sugárzási tér és töltött részecskék kölcsönhatásának kísérleti vizsgálata csak

a lézerek megépítése után vált lehet�ové, mivel ezekkel a szükséges nagy intenzitásokat már el lehet érni.
Ugyanekkor kiderült, hogy a lézerekb�ol kijöv�o sugárzás koherens, a Maxwell-terekkel kielégít�oen leírható.
A következ�okben ezért a koherenciával, valamint a koherens állapotokkal kissé részletesebben foglalkozunk.

1.1. A sugárzási tér kvantálása

Ismeretes, hogy a sugárzási tér (az eletromágneses tér forrásoktól önállósuló része) pusztán az
�!
A vektorpo-

tenciállal leírható. Ekkor az elektromos térer�osség vektor és a mágneses indukció vektora a következ�oképpen
fejezhet�o ki:

�!
E = �1

c

@
�!
A

@t
;
�!
B =

�!r ��!A : (1.1-1)

A Maxwell-egyenletek következményeképpen
�!
E és

�!
B , valamint

�!
A is a tér árammentes tartományaiban a

homogén D'Alambert-egyenletet elégíti ki:

1

c2
@2
�!
A

@t2
�r2�!A =

�!
0 : (1.1-2)

A fenti hullámegyenlet megoldásakor �gyelembe kell venni az
�!
E -re és

�!
B -re kirótt peremfeltételeket is.

Például, ha a sugárzási teret egy re�ektáló falú üreg belsejében vizsgáljuk, akkor célszer�u
�!
A -t az üreg sajátmó-

dusai szerint kifejteni:

�!
A =

X
n

[�n (t)
�!u n (�!r ) + ��n (t)�!u �n (�!r )] ; (1.1-3)

ahol az �!u n (�!r ) módusfüggvények a következ�o vektor-Helmholtz-egyenletet elégítik ki:�
r2 + !2n

c2

�
�!u n (�!r ) =

�!
0 ; (1.1-3a)

az �n (t) amplitúdók pedig az

��n + !
2
n�n = 0 ; �n (t) = �ne

�i!nt (1.1-3b)
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harmonikus oszcillátor mozgásegyenletet elégíti ki (!n az üreg egy sajátfrekvenciája). Az imént vázolt eljárás
a sugárzási tér oszcillátorokra vett felbontásának nevezzük [1].
Ha a sugárzási tér nem korlátozódik a tér valamely tartományára, tehát ha nincsenek természetes határoló

felületei, akkor célszer�u az ún. periodikus határfeltételt használni. Ebben az esetben el�oírjuk, hogy a sugárzással
kölcsönható rendszer méreteinél sokkal nagyobb L élhosszúságú kocka szemközti lapjain a vektorpotenciál
ugyanazt az értéket vegye fel. A megfelel�o módusfüggvények most síkhullámok:

�!u �!
k �
(�!r ) = 1

L
3
2

�!"
��!
k ; �

�
ei
�!
k ��!r ; (1.1-3c)

�!
k =

2�

L
(nx; ny; nz) ; nx;y;z = 0;�1;�2;�3; : : : : (1.1-3d)

�!"
��!
k ; �

�
a
�!
k hullámszámvektorú sugárzás polarizációs vektora (� = 1; 2), mely mer�oleges a

�!
k vektorra.

A sugárzás frekvenciája !k = c
����!k ���. Periodikus határfeltétel esetén a vektorpotenciált Fourier-integrál helyett

Fourier-sorral állítjuk el�o, s így a normál módusok mostmár csak megszámlálhatóan végtelen sokan vannak. Ez
a tény egyszer�usíti a térben végtelen kiterjedés�u tér kvantálását.
A sugárzási tér kvantálása [2] azt jelenti, hogy a normálmódusok qn _ �n + ��n és pn _ i (�n � ��n)

kanonikusan konjugált változópárjait hermitikus operátoroknak tekintjük, és posztuláljuk a szokásos

[bqn; bpm] � bqnbpm � bpmbqn = i~�nm (1.1-4a)

Heisenberg-féle felcserélési törvényeket (a bet�uk fölé tett kalap az adott mennyiségek operátor jellegét jelölik).
Ez annak felel meg, hogy az (1.1-3) kifejtésben elvégezzük a következ�o helyettesítéseket:

�n (t) �! c

r
2�~
!n
ban (t) ; ��n (t) �! c

r
2�~
!n
ba+n (t) (1.1-4b)

Az ban kvantált amplitúdók az �
an; a

+
m

�
= �nm �

�
1; n = m

0; n 6= m

�
(1.1-5)

felcserélési összefüggést elégítik ki, és - akárcsak klasszikus megfelel�oik - megoldásai a harmonikus oszcillátor
egyenletnek, Heisenberg-képben:

ban (t) = ane
�i!nt :

A vektorpotenciál Heisenberg-képbeli konkrét alakja periodikus határfeltételek esetén:

c�!
A =

X
�!
k ;�

c

�
2�~
!kL3

� 1
2 �!"

��!
k ; �

��ba�!
k ;�

e
i
��!
k ��!r �!kt

�
+ ba+�!

k ;�
e
�i
��!
k ��!r �!kt

��
: (1.1-6)

Az elektromágnese sugárzás jellemz�oit az
�!
A vektorpotenciálból ugyanúgy származtathatjuk, mint a klasszikus

esetben. Az (1.1-3) képlet szerint, általános peremfeltételek fennállása esetén:

c�!
E = i

X
k

p
2�~!k

��!u k (�!r )bake�i!kt ��!u �k (�!r )ba+k e+i!kt� �c�!E (+)

+
c�!
E
(�)

: (1.1-7)

Az (1.1-7) egyenletben bevezettük az elektromos térer�osségc�!E (+)

pozitív frekvenciás (e�i!t id�ofüggést tartal-

mazó) ésc�!E (�)
negatív frekvenciás (e+i!t id�ofüggést tartalmazó) komponenseit. Ezt a felbontást a kés�obbiek-

ben még felhasználjuk.
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A térmennyiségeket, illetve azok valamilyen kombinációját leíró operátorok a normálmódusokhoz rendelt
Hilbert-tereken m�uködnek. A módusállapotok közül legáltalánosabban használtak a fotonszám sajátállapotok,
amelyeket azonnal bevezetünk.
A sugárzási tér összenergiájának operátora

Hf =
1

8�

Z
d3r

� bE2 + bB2� =X
k

~!k
�ba+k bak + 12

�
: (1.1-8)

A harmonikus oszcillátor kvantummechanikájából igazán jól ismert , hogy az ba+k bak = bnk számoperátorok
sajátértékei a nemnegatív egész számok. A sugárzási tér energiaspektruma tehát diszkrét.
A k �

��!
k ; �

�
index�u módus energiasajátértékei: ~!k

�
nk +

1
2

�
, ahol nk = 0; 1; 2; : : :.

A megfelel�o sajátállapotokat jnki ket-tel jelölve a számoperátorok sajátértéegyenlete a következ�oképpen
írható:

ba+k bak jnki = nk jnki ; nk = 0; 1; 2; : : : ; 8k : (1.1-9)

Ha a
��!
k ; �

�
módus az

���n�!
k ;�

E
számsajátállapotban van, akkor azt szokás mondani, hogy a kvantálási

térfogatban n�!
k ;�

darab
�!
k hullámvektorú és �!"

��!
k ; �

�
polarizációjú foton van. A módus természetesen egy��� �!

k ;�

E
=

1X
n�!
k ;�

=0

c�!
k ;�

���n�!
k ;�

E

szuperponált állapotban is lehet, ekkor
���c�!
k ;�

���2 adja meg annak a valószían�uségét, hogy az adott módusban
n�!
k ;�

számú foton van.
Az bak operátorok a tekintett módus fotonszám sajátállapotait eggyek kisebb index�u állapotokba transzfor-

málják, vagyis a módusok gerjesztettségi indexét 1-gyel csökkentik (az alapállapotot nullavektorba viszik át).
Az ba+k operátorok a gerjesztettséget 1-gyel növelik.

bak jnki = pnk jnk � 1i ; ba+k jnki = pnk + 1 jnk + 1i : (1.1-10)

E tulajdonságok alapján bak-t foton eltüntet�o, ba+k -t foton kelt�o operátoroknak szokás nevezni.
Az (1.1-7) egyenletb�ol látszik, hogy az elektromos térer�osségc�!E (+)

pozitív frekvenciás része csak eltüntet�o

operátorokat, míg azc�!E (�)
negatív frekvenciás rész csak kelt�o operátorokat tartalmaz.

E technikai bevezet�o rész végére még a következ�o megjegyzések kívánkoznak. Ha a sugárzási tér valami-
lyen j i tiszta állapotban van, akkor egy F �zikai mennyiség várható értékét az e mennyiségnek megfeleltetettbF operátor középértékeként számítjuk ki.

hF i =
D
 
��� bF ��� E : (1.1-11)

Nagyon sok gyakorlatilag fontos esetben azonban a kvantumrendszer nem jellemezhet�o egy adott tiszta állapot-
tal, hanem a tiszta állapotok valamilyen P statisztikai súlyokkal rendelkez�o sokaságával [3]. Ekkor F várható
értéke

hF i =
X
 

P 

D
 
��� bF ��� E ;

X
 

P = 1 : (1.1-12)

A

b� =X
 

j iP h j (1.1-13)
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s�ur�uség operátor bevezetésével (1.1-12) a következ�o alakra hozható

hF i = Tr
�b� bF� ; (1.1-14)

ahol "Tr" az állapottérre vett spúr(trace=nyom)-képzést jelent. Általánosan TrA =
P
n

D
n
��� bA���nE, ahol fjnig

egy teljes ortonormált rendszer. Például a h�omérsékleti sugárzás módusaiban az jni fotonszám sajátállapo-
tok statisztikus súlyát a Boltzmann-eloszlás határozza meg (az egyszer�uség kedvéért vegyünk most csak egy
módust),

Pn =
e��n~!

1P
n=0

e��n~!
=
�
1� e��~!

�
e��~! =

hnin

(hni+ 1)n+1
; (1.1-15a)

ahol � a Boltzmann-állandó és az abszolút h�omérséklet szorzatának reciproka (� = 1
kBT

). Ez a Bose-Einstein
eloszlás.
Az (1.1-13) általános formula és (1.1-15a) alapján a termikus sugárzás egy tetsz�oleges módusának s�ur�uség

operátorára a következ�o alak adódik

b� = 1X
n=0

jni hnin

(hni+ 1)n+1
hnj : (1.1-15b)

1.2. Kvantum koherencia függvények
A kvantumkoherencia függvények de�niálása és értelmezése érdekében el�oször tekintsük át röviden egy egysz-
er�u fotondetektálási folyamat leírását.
Feltesszük, hogy egy kezdetben j'ai alapállapotban lév�o atomi elektron a detektálás ideje alatt abszorbeál

egy valamilyen fajtájú fotont, és így a j'gi gerjesztett állapotba kerül.
Eközben a sugárzási tér a j ii kezdeti állapotból a j f i végállapotba megy át. Mivel az atomi elektronok

hullámfüggvényei a magtól csak Angström nagyságrend�u (� 10�8 cm) távolságokig terjednek ki, és az optikai
sugárzások hullámhossza (10�5 � 10�4 cm) ennél az értéknél legalább három nagyságrenddel nagyob, ezért
az elektron helyén vett elektromos térer�osség gyakorlatilag ugyanaz, mint a mag helyén (ei(

�!r e��!r )�
�!
k � 1),

mivel
���(�!r e ��!r ) � �!k ��� � j�!r e ��!r j ����!k ��� = 2�j�!r e��!r j

� � 1. Ekkor a folyamat Tfi átmeneti amplitúdóit a
dipólkölcsönhatás átmeneti mátrixelemei határozzák meg.

Tfi =
i

~

tZ
0

dt0 h'g je�!x (t0)j'ai �
D
 f

����!E (�!r ; t0)��� iE ; (1.2-1a)

ahol �!x = �!r e � �!r az elektron atommaghoz viszonyított pozíciója, és �!r az atommag helyvektora. (A
továbbiakban - az egyszer�uség kedvéért - az operátorok jelér�ol elhagyjuk a "^" szimbólumot, tehát

�!
E (�!r ; t)-

n a térer�osség operátorát értjük.) Mivel abszorpciós folyamatot vizsgálunk, világos, hogy az (1.2-1a)-beli
mátrixelemhez csak

�!
E pozitív frekvenciás (azaz abszorpciós operátorokat tartalmazó) része ad járulékot. Ha

feltesszük, hogy az atomi detektor sávszélessége sokkal nagyobb, mint a detektált fény spektrális szélessége és
a mérési id�o reciproka, akkor a fotondetektálás id�oegységre es�o átmeneti valószín�uségére (vagyis a fotonszám-
lálási sebességre) a következ�ot kifejezést kapjuk.

wfi = s
���D f ���E(+) (�!r ; t)��� iE���2 = s

D
 f

���E(�) (�!r ; t)��� iED f ���E(+) (�!r ; t)��� iE ; (1.2-1b)

ahol s csak a detektor jellemz�oit magába foglaló paraméter, az ún. detektor érzékenység, és E az elektromos
térer�osségnek a

�!
d � h'g je�!x j'ai atomi átmeneti dipólmomentum irányába es�o vetülete. Az (1.2-1a)-ból

(1.2-1b)-be vezet�o számolások részletei megtalálhatók pl. Nussenzveig könyvében [4].
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A sugárzási tér végállapotaira való összegzés után megkapjuk az id�oegységre es�o teljes átmeneti valószín�usé-
get (Itt felhasználjuk a következ�o összefüggést:

P
f

j f i h f j = 1, ahol 1 természetesen a sugárzási tér Hilbert-

terének egységoperátora.):

wi �
X
f

wfi = s
D
 i

���E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)��� iE = s
D
E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)

E
(1.2-1c)

Ha a sugárzási tér kezdetben nem tiszta állapotban, hanem egy Pi statisztikus súlyokat tartalmazó � =
P
i

j ii �

Pi h ij kevert állapotban van, akkor a számlálási sebességet a wi mennyiségek w =
P
i

Piwi átlaga adja.

Ekkor

w = s
D
E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)

E
= sTr

h
�E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)

i
: (1.2-2)

Tekintsünk most két különböz�o helyen lév�o az el�obbiekben leírt detektort. Ezzel az elrendezéssel koin-
cidenciára, illetve késleltetett koincidenciára vonatkozó méréseket is végezhetünk. Belátható, hogy annak az
id�oegységre es�o együttes átmeneti valószín�usége, hogy az 1-es detektor az �!r 1 helyen, t1 id�opontban, valamint
a 2-es detektor az �!r 2 helyen, t2 id�opontban gerjeszt�odik, a következ�o formulával adható meg.

w2 = s2
D
E(�) (�!r 1; t1)E(�) (�!r2 ; t2)E(+) (�!r2 ; t2)E(+) (�!r1 ; t1)

E
= (1.2-3)

= s2Tr
h
�E(�) (�!r 1; t1)E(�) (�!r2 ; t2)E(+) (�!r2 ; t2)E(+) (�!r1 ; t1)

i
Az (1.2-2) képlet szerint a fotondetektálás valószín�usége arányos az intenzitással (ez nyilvánvalóan csak lineáris
detektorra, nem túl nagy intenzitásokra teljesülhet). (1.2-3) alapján mondhatjuk, hogy egy másodrend�u koin-
cidencia együttes valószín�usége arányos az adott helyeken vett intenzitások szorzatának átlagával. Ne felejt-
sük el, hogy a fenti eredmények olyan azonos tulajdonságú ideális detektorok esetében érvényesek, amelyek
pontszer�uek, és amelyeknek frekvenciafüggetlen abszorpciós képességük van. Valóságos detektálási folyama-
tok leírásához (1.2-2) és (1.2-3) bizonyos átlagait kell használnunk. Mindenesetre azt nyugodtan kijelenthetjük,
hogy a különböz�o helyeken és id�opontokban lezajló fotondetektálási események közötti korrelációkat általában
a téroperátorok szorzatainak (1.2-3) típusú várható értékei írják le. Ezért a sugárzási tér különböz�o térid�o pon-
tokbeli összefüggésének, koherenciájának jellemzésére természetes módon adódik a most bevezetend�o kvan-
tum koherencia függvények használata.
Az (n+m)-edrend�u koherencia függvény de�níciója a következ�o.

G(n;m) (x1; x2; : : : ; xn;xn+1; xn+2; : : : ; xn+m) (1.2-4)

�
D
E(�) (x1) : : : E

(�) (xn)E
(+) (xn+1) : : : E

(+) (xn+m)
E
=

= Tr
h
�E(�) (x1) : : : E

(�) (xn)E
(+) (xn+1) : : : E

(+) (xn+m)
i

ahol a jobb áttekinthet�oség kedvéért xi-vel jelöltük az (�!r i; ti) térid�o pontokat. A fenti egyenletben a térop-
erátorok azonos polarizációjú komponensei szerepelnek. Ha különböz�o polarizációs irányokat is �gyelembe
veszünk, akkor G(n;m) fenti alakja helyett egy koherencia tenzort kell de�niálnunk. Ezen kívül még van-
nak egyéb általánosítási lehet�oségek, mi ezekkel itt nem foglalkozunk, csak az (1.2-4) típusú koherenciafüg-
gvényeket használjuk.
A koherenciafüggvények általános tulajdonságainak felsorolására itt nincs helyünk, ezek közül csak a követ-

kez�ot említjük. Bármely másodrend�u koherenciafüggvényre fennáll, hogy a bel�ole képzett mátrix determinánsa
nem negatív. Két változó esetében ezt így fejezhetjük ki.���G(1;1) (x1; x2)���2 � G(1;1) (x1; x1)G(1;1) (x2; x2) : (1.2-5)
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Ebb�ol következik, hogy a

g (x1; x2) �
G(1;1) (x1; x2)�

G(1;1) (x1; x1)G(1;1) (x2; x2)
� 1
2

(1.2-6)

normált koherenciafüggvény abszolút értéke nem lehet nagyobb 1-nél, jgj � 1. Az imént de�niált g (x1; x2)
koherenciafüggvény �zikai interpretációjához a Young-féle interferencia kísérletek elemzésével juthatunk el (2.
ábra).

2. ábra. A Young-kísérlet vázlata.

Az A átlátszatlan erny�ore az�!r 1 és�!r 2 helyeken vágott igen ki lyukakon áthaladó, az ern�oyre mer�olegesen
bees�o fényhullám a B észlelési síkban interferenciaképet alakít ki. A Kirhhoff-féle skalár diffrakcióelmélet
szerint az (�!r ; t) észlelési helyen a következ�o szuperpozíció alakul ki.

E(+) (�!r ; t) = K1E
(+) (�!r1 ; t� t1) +K2E

(+) (�!r2 ; t� t2) (1.2-7)

A t1;2 �
j�!r ��!r 1;2j

c id�ok a fénysebesség véges c terjedési sebessége miatt lépnek fel. Feltételezzük, hogy az
interferencia képet fotoabszorpciós detektorral mérjük, azért szerepelnek (1.2-7)-ben csak pozitív frekvenciás
(abszorpciós operátorokat tartalmazó) komponensek. K1 ésK2 a Kirchhoff-elméletból adódó tiszta imaginárius
paraméterek.
(1.2-2) szerint az (�!r ; t) pontben a fotonszámlálási sebesség arányos



E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)

�
= G(1;1) (�!r ; t)-

vel. (1.2-7) és az (1.2-4), (1.2-6) de�níciók felhasználásával kapjuk, hogy

D
E(�) (�!r ; t)E(+) (�!r ; t)

E
= G(1;1) (x; x) = 2 jKj2G(1;1) (x1; x1) f1 + jg (x1; x2)j cos' (x1; x2)g :

(1.2-8)
Itt feltettük, hogy �!r szimmetrikus �!r 1-re és �!r 2-re, ekkorK1 = K2 � K és t1 = t2.
Bevezettük az x � (�!r ; t), x1;2 � (�!r 1;2; t1;2) jelöléseket, valamint feltettük, hogy a bees�o fény az A erny�o

mentén homogén intenzitás eloszlású, azaz G(1;1) (x1; x1) = G(1;1) (x2; x2). (1.2-8)-ban ' a g másodrend�u
normálr koherencia függvény (a másodrend�u koherencia komplex foka) fázisa. Az interferenciakép x pontbeli
láthatóságát a kontraszt jellemzi, ezt a következ�oképpen de�niáljuk.
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l (x) =
G
(1;1)
max (x; x)�G(1;1)min (x; x)

G
(1;1)
max (x; x) +G

(1;1)
min (x; x)

=
Imax � Imin
Imax + Imin

; (1.2-9a)

amely (1.2-8) alapján egyenl�o g abszolút értékével.

l (x) = jg (x1; x2)j (1.2-9b)
Intuitíve világos, hogy a sugárzási tér annál koherensebb (annál zajnélkülibb), minél jobb láthatóságú inter-

ferenciaképet produkál két tetszésszerinti pontjából kiinduló és interferáló részhulláma. Ennek alapján a sug-
árzási teret másodrend�uen koherensnek nevezzük, ha tetsz�oleges fx1; x2g pontpárra jg (x1; x2)j = 1. Kön-
nyen belátható, hogy ennek szükséges és elégséges feltétele, hogy G(1;1) (x1; x2) a V � (x1)V (x2) szorzata-
lakba legyen írható, ahol a V (x) függvény egy lényegtelen fázisfaktor erejéig meghatározott.
A magasabbrend�u koherencia de�niálásához vezessük be a 2n-edrend�u g(n;n) függvényeket.

g(n;n) (x1; : : : ; x2n) �
G(n;n) (x1; : : : ; x2n)�

G(1;1) (x1; x1) : : : G(1;1) (x2n; x2n)
� 1
2

: (1.2-10)

A teret 2n-edrend�uen koherensnek nevezzük, ha bármely 1 és n közé es�o m értékre és bármely fx1; : : : ; x2ng
pont-2n-esre g(m;m) modulusa 1:���g(m;m) (x1; : : : ; x2m)��� = 1 ; 1 � m � n : (1.2-11)

(1.2-11) egyenletb�ol következik, hogy egy 2n-edrend�u koherens fény esetében aG(m;m) (x1; : : : ; xm; xm; : : : ; x1)
függvények faktorizálódnak, azaz

G(m;m) (x1; : : : ; xm; xm; : : : ; x1) = G(1;1) (x1; x1) : : : G
(m;m) (xm; xm) : (1.2-11a)

Az (1.2-11a) egyenlet �zikai jelentése az, hogy egym (� n)-edrend�u koincidenciakísérlet esetében a különböz�o
fotonabszorpciós események függetlenek, nincs közöttük statisztikus korreláció. A statisztikus korrelációk za-
jbó, �uktuációkból erednek, azért a korreláció hiányához zejnélküliséget asszociálhatunk.
Teljes koherens sugárzás esetében azt várjuk, hogy (1.2-11)-nek minden 1 � m-re teljesülnie kell. Világos,

hogy (1.2-11) kielégíthet�o, ha mindenG(n;n) függvény faktorizálható - hasonlóan a másodrend�u esethez - ahol,
mint láttuk ez a faktorizáció lehetséges.
A fentiek alapján a koherencia Glaubert-féle matematikai de�níciója a következ�o [5],[4]. A sugárzási teret

koherensnek nevezzük, ha bármely koherenciafüggvénye a következ�oképpen faktorizálható

G(n;m) (x1; : : : ; xn; xn+1; : : : ; xn+m) = V � (x1) : : : V
� (xn)V (xn+1) : : : V (xn+m) : (1.2-12)

Ha a sugárzási tér valamilyen jV i tiszta állapotban van, akkor G(n;m) (x1; : : : ; xn; xn+1; : : : ; xn+m) =

V
��E(�) (x1) : : : E(�) (xn)E(+) (xn+1) : : : E(+) (xn+m)��V � faktorizálásnak elégséges feltétele, hogy a követ-

kez�o sajátértékegyenlet teljesüljön.

E(+) (x) jV i = V (x) jV i : (1.2-13)
Az (1.2-13) egyenlet fennállása esetén nyilván a következ�o adjungált egyenlet is fennáll.

hV jE(�) (x) = hV jV � (x) : (1.2-13a)
Az (1.2-13) sajátértékegyenletet kielégít�o jV i állapotokat koherens állapotoknak nevezzük.
(1.1-7) felhasználásával (1.2-13) így írható

bE(+) (�!r ; t) jV i = "iX
k

p
2�~!k�!u k (�!r )bake�i!kt# jV i = "iX

k

p
2�~!k�!u k (�!r ) vke�i!kt

#
jV i :

(1.2-14a)
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ahol bevezettük a vk komplex számokat, melyek a megfelel�o bak elt�untet�o operátorok (komplex amplitúdó op-
erátorok) sajátértékei.

bak jV i = vk jV i ; 8k : (1.2-14b)

(1.2-14b) alapján jV i-t az egyes módusokhoz tartozó jvki állapotok direktszorzataként vehetjük fel, vagyis

jV i = jv1i jv2i : : : jvki : : : � jfvkgi ; (1.2-14c)

és

bak jvki = vk jvki ; 8k (1.2-15)

(vk tetsz�oleges komplex számok). (1.2-13), (1.2-13a) és (1.2-14a) alapján látszik, hogy a jV i koherens ál-
lapothoz tartozó V (x) függvény a következ�o alakú.

V (�!r ; t) = i
X
k

p
2�~!kuk (�!r ) vke�i!kt : (1.2-16)

Egyszer�uen belátható, hogy

hV jE (�!r ; t)jV i = 2ReV (�!r ; t) ; (1.2-16a)

tehát a V (�!r ; t) függvény a klasszikus koherencia elméletében használatos analitikus szignál kvantumelektro-
dinamikai analogonjának tekinthet�o [4].

1.3. A sugárzási tér koherens állapotai
Mindenek el�ott meg kell jegyeznünk, hogy a jól ismert kvantummechanikai harmonikus oszcillátor koherens
állapotait Schrödinger már 1926-ban publikálta. Ezek a rendszer legklasszikusabb állapotai, abban az értelem-
ben, hogy a Heisenbert-féle bizonytalansági szorzat (�x�p � ~

2 ) ilyen állapotokra a minimális értékét veszi
fel. A koherens állapotok kvantumoptikában való használhatóságának felismerése Glauber érdeme [6].
Az alábbiakban a koherens állapotokkal kapcsolatos néhány fontosabb összefüggést közlünk bizonyítás

nélkül. Az áttekinthet�oség kedvéért csak egy módussal foglalkozunk, és a módusindexet nem írjuk ki. Mint
láttuk, a jvi koherens állapot az ba abszorpciós operátor v sajátértékhez tartozó sajátvektora,

ba jvi = v jvi : (1.3-1)

Tudjuk, hogy a fotonszám-sajátállapotok a módushoz rendelt Hilbert-téren teljes ortonormált rendszert alkot-
nak, ezért e bázisban az imént de�niált koherens állapotok is nyilván kifejthet�ok. A sajátérték-egyenlet és a
normáltság �gyelembevételével a következ�ot kapjuk.

jvi =
1X
n=0

vnp
n!
jni e�

jvj2
2 : (1.3-2)

Így kjvik2 = hvjvi = 1.
(1.3-2) alapján látszik, hogy koherens állapotban a fotonszám eloszlása Poisson-eloszlást követ:

wn = jhnjnij2 =
�n

n!
e�� ; ahol � = jvj2 : (1.3-3)

A koherens állapotok a módus Hilbert-terében teljes rendszert alkotnakZ
d2v

�
jvi hvj = b1 ; d2v � d (Re v) d (Im v) (1.3-4)

(az integrálás a teljes komplex v-síkra értend�o), azonban nem ortogonálisak.
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jhujvij2 = e�ju�vj
2

: (1.3-5)

Az (1.3-2) kifejtés, valamint az alábbi Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) -formula eA+B = eAeBe�
1
2 [A;B],

ha [A; [A;B]] = 0 = [B; [A;B]] alapján belátható, hogy tetszés szerinti paraméter�u koherens állapot a váku-
umállapotból az alábbi unitér transzformációval el�oállítható:

j�i = D (�) j0i ; ahol D (�) = exp
�
�a+ � ��a

�
; (1.3-5a)

ezért D-t a megfelel�o koherens állapot kelt�o operátorának tekinthetjük.
A lézerekb�ol kijöv�o fény jó közelítéssel magas gerjesztettség�u koherens állapotban van, ezért mint az am-

plitúdó mind a fázis relatív szórása igen kicsiny (a gerjesztettség fokával egyre csökken). Jogos tehát a lézerfényt
sok esetben az alábbi klasszikus stabil monokromatikus síkhullámmal jellemezni.

�!
E = F�!" sin

�
!t��!k � �!r

�
(1.3-6)

Az F amplitúdóba gyakran bele szokás érteni egy adiabatikus be-kikapcsolási faktort is, F = F0e
��jtj, ahol �

a tárgyalt folyamatban szerepl�o összes frekvenciánál kisebbnek van feltételezve.

1.4. Klasszikus elektron kvantált sugárzási tere
Az alábbiakban a küls�o (egyszer, s mindenkorra adott) elektromágneses síkhullámtérben mozgó nemrelativiszti-
kus elektron kvantált sugárzási terét vizsgáljuk e tér Schrödinger-egyenletének egzakt megoldásai segítségével.
Bebizonyítható, hogyha a sugárzási tér kezdetben vákuumállapotban volt, akkor bármilyen klasszikus áram-
forrás hatására minden módusa koherens állapotba kerül. Ezek alapján kiszámíthatjuk az adott lézerfénnyel
gerjesztett elektron jelét, a sugárzás normálmódusaiba tartozó sugárzás spektrális eloszlását.
A
�!
j (�!r ; t) árams�ur�uség sugárzási tere j�i állapotvektorának id�obeli változását kölcsönhatási képben az

alábbi egyenlet írja le.

i~
@

@t
j�i =

�
�1
c

Z
d3r
�!
j (�!r ; t) � �!A (�!r ; t)

�
j�i = Hint j�i (1.4-1)

ahol
�!
A a sugárzási tér kvantált vektorpotenciálja, amely síkhullámok szerint kifejtve a kövekez�o alakú

�!
A (�!r ; t) =

X
�!
k ;�

�!g
��!
k ; �;�!r ; t

�
a�!
k ;�

+
X
�!
k ;�

�!g �
��!
k ; �;�!r ; t

�
a+�!
k ;�

; (1.4-2a)

�!g
��!
k ; �;�!r ; t

�
� c

�
2�~
!kL3

� 1
2 �!"

��!
k ; �

�
ei
�!
k ��!r �i!kt ; !k = c

����!k ��� : (1.4-2b)

Itt
�!
k az egyes Fourier-komponensek hullámvektora, �!"

��!
k ; �

�
a
�!
k -hoz tartozó � index�u polarizációs

egységvektor, L3 a kvantálási térfogat. Az a�!
k ;�

amplitúdók az�
a�!
k ;�

; a+�!
k0 ;�0

�
= ��!

k ;
�!
k0
��;�0 és

h
a�!
k ;�

; a�!
k0 ;�0

i
=

�
a+�!
k ;�

; a+�!
k0 ;�0

�
= 0 (1.4-2c)

felcserélési relációkat elégítik ki.
(1.4-1) megoldásai klasszikus áram esetén könnyen felírható, ugyanis alkalmazható a

@eB

@t
= eB

�
@B

@t
+
1

2

�
@B

@t
;B

��
=

�
@B

@t
� 1
2

�
@B

@t
;B

��
eB (1.4-3)
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formula, ahol feltettük, hogy
h
B;
h
_B;B

ii
=
h
_B;
h
_B;B

ii
= 0, s ez persze itt teljesül, mivel

h
_B;B

i
egyszer�u

szám (c-szám), esetünkben a B = � i
~

tR
t0

d� Hint (�) alakot ölti majd. Vegyük fel ugyanis (1.4-1) megoldását

az alábbi alakban,

j� (t)i = exp

8<:� i~
24 tZ
t0

d� Hint (�) + f (t)

359=; j� (t0)i ; (1.4-4a)

ahol f meghatározható c-szám függvény. Ezt a megoldandó egyenletbe helyettesítve (1.4-3) felhasználásával
belátható, hogy f -nek az alábbi differenciál-egyenletet kell kielégítenie ahhoz, hogy (1.4-4a) valóban megoldás
lehesse:

df

dt
=

i

2~

24Hint (t) ;

tZ
t0

d� Hint (�)

35 : (1.4-4b)

(1.4-4a)-ból Hint konkrét alakjának felhasználásával kapjuk:

j� (t)i =
Y
�!
k ;�

D
h
��!
k ;�

(t)
i
j� (t0)i e�

i
~ f ; (1.4-5)

ahol a D operátorok a már bevezetett unitér transzformációk, vagyis koherens állapotok kelt�o operátorai.
Az (1.4-5)-ben szerepl�o � paraméterek Hint integrálásából adódnak.

��!
k ;�

(t) =
i

~c

tZ
t0

d�

Z
d3r
�!
j (�!r ; �) � �!g �

��!
k ; �;�!r ; �

�
: (1.4-5a)

A klasszikus forrás tehát (1.4-5) és (1.3-5a) szerint a vákuumból koherens állapotokat generál.
Az állapotok komplex paraméterei lényegében az árams�ur�uség Fourier komponenseinek id�o szerinti inte-

gráljai. Az is igaz, hogyha a tér kezdetben egy tetsz�oleges koherens állapotban, akkot az áram hatására ismét
koherens állapotba megy át. Ezt a D (�)D (�) = D (�+ �) exp [i Im (���)] szorzási szabály alapján igazol-
hatjuk. Azt látjuk tehát, hogy j�0i / jf�0gi áttranszformálódik az jf�0 + �gi típusú koherens állapotokba.

1.5. Elemi megfontontolások a kvantált sugárzási tér fázisáról
A 1.1 alfejezetben láttuk, hogy a sugárzási tér normálmódusainak kvantálásakot a módusok amplitúdóit az ba
operátorokkal vesszük arányosnak. Így az [ba;ba+] � baba+ � ba+ba = 1 felcserélési összefüggések alapján az
energia lehetséges értékeire a kísérletekkel összhanban lév�o diszkrét energiaspektrum adódik, mivel az bn �ba+ba számoperátor sajátértékei a nemnegatív egész számok. A formulák jobb áttekinthet�osége érdekében a
következ�okben a módusindexet egyel�ore elhagyjuk, és az operátorokat egyszer�uen nagybet�uvel, a c-számokat
pedig kisbet�uvel jelöljük (tehát pl. ba! A és ba+ba � bn! N ).
Egy z komplex szám felírható egy valós és egy tisztán képzetes rész összegeként, vagyis z = x = iy, ahol

x = z+z�

2 és y = z�z�
2i . E derékszög�u felbontás' mellett egyszer�uen adódik a polárfelbontás is, amely szerint

z = jzj ei', vagyis z = ei'
p
z�z. Ha a modulust jzj � r-rel jelöljük, akkor a komplex szám szokásos polárko-

ordinátás alakjához jutunk, és a derékszög�u komponensekre kapjuk, hogy x = r cos' és y = r sin', ahol '-t a
komplex mennyiség fázisának (polárszögének) nevezzük. A klasszikus mechanikában ez a felbontás lényegében
a hatás- és szögváltozókra való áttérésnek felelne meg egy lineáris mozgás esetében, ahol a z komplex sík az
x � px fázistérbeli sík megfelel�oje lenne. Természetesen felvet�odik a gondolat, hogy a kvantált amplitúdókra
is elvégezzünk hasonló felbontásokat. A derékszög�u felbontás problémamentesen megtehet�o, s az így kapott
X � (A+A�) =2 és Y � (A�A�) =2i ún. kvadratúrák (hermitikus operátorok) az x és az y valós számok-
nak felelnek meg. Az [X;Y ] = i

2 felcserélési összefüggés a helykoordináta és a hozzá konjugált impulzus
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Heisenberg-féle felcserélési relációjának, [x; px] = i~-nak az analogonja. Ha az A kvantált amplitúdó polárfel-
bontásával próbálkozunk, akkor azonban súlyos nehézségekbe ütközünk, s valójában ez az eljárás egyszer�uen
nem vezet eredményre, amint ez a funkcionálanalízisb�ol régóta ismeretes. Az A = ei�

p
A+A formális (és

nem is létez�o) felbontásban � játszaná a hermitikus fázisoperátor szerepét, s ha ilyen létezne, akkor közvetlenül
értelmezhet�o lenne az [N;�] = i Heisenberg-típusú felcserélési törvény. Ez esetbe a fotonszámra és a fázisra
fennállna (�N)2 (��)2 � 1

4 a határozatlansági reláció, ahol a kvantummechanikai szórásnégyzetet szokásosan
a következ�o átlagértékkel de�niáljuk:

�N � +
rD

(N � hNi)2
E
=

q
hN2i � hNi2 ; hNi � h jN j i ;



N2
�
=


 
��N2

�� � : (1.5-1)

A közvetlen polárfelbontás lehetetlenségét Fritz London már 1927-ben (nem sokkal Diracnak a sugárzási
tér kvantálását tárgyaló alapvet�o cikke megjelénését követ�oen) bebizonyította a következ�o egyszer�u gondo-
latmenettel. Vezessük be az E exponenciális fázisoperátort (a z = ei'

p
z�z komplex számokra érvényes

felbontásra gondolva) a következ�oképpen:

A = E
p
N ; N = A+A ; E =

1X
k=0

jki hk + 1j ; A+ =
p
NE+ ; E+ =

1X
k=0

jk + 1i hkj : (1.5-2)

(Megjegyezzük, hogy az irodalomban el�ofordul még az E = bei� szimbolikus jelölés is.) Az (1.5-2) egyen-
letben a fjki ; k = 0; 1; 2; : : :g vektorok a fotonszám-sajátállapotok ortogonális és teljes rendszere, vagyis
N jki = k jki, hkjli = �kl és

1P
k=0

jki hkj = 1. Az (1.5-1) egyenletben szerepl�o de�níciók alapján egzak-

tul származtatható [E;N ] = E és [E+; N ] = �E+ felcserélési összefüggések formálisan teljesülnének akkor
is, ha E-t az E = ei� alakban vennénk fel, és el�oírnánk a már említett [N;�] = i `hatás-szög kanonikus felc-
serélési törvényt'. Ez az eljárás azonban ellentmondásra vezetne az eredeti [A;A+] = 1 amplitúdó kvantálási
feltétellel. Ennek az az oka, hogy azA-ból de�niáltE exponenciális fázisoperátor nem unitér, hanem csak `félig
unitér' (pontos matematikai terminológiát használva: parciálisan izometrikus). Valóban, EE+ = 1 érvényes,
de ugyanakkor E+E = 1� P0, ahol P0 � j0i h0j a vákuumállapot projektora. Következésképpen E és ennek
E+ adjungáltja nem írhatók fel igazi exponenciális kifejezésekként, vagyis e�i� alakban, ahol egyetlen közös
� hermitikus fázisoperátort használnánk. Ezt a `hiányosságot' a komplex számsorozatok l2 terén értelmezett
mátrixtranszformációkkal a következ�o egyszer�u alakban fejezhetjük ki:

EE+ =

0BBB@
1 0 0 : : :
0 1 0 : : :
0 0 1 : : :
...
...
...
. . .

1CCCA ; E+E =

0BBB@
0 0 0 : : :
0 1 0 : : :
0 0 1 : : :
...
...
...
. . .

1CCCA : (1.5-3)

Bár, amint az imént láttuk, a hermitikus fázisoperátor értelmezése nehézségekbe ütközik, a komplex számok
esetében érvényesMoivre-képletb�ol kapott cos' =

�
ei' + e�i'

�
=2 és sin' =

�
ei' � e�i'

�
=2i trigonometri-

kus kifejezésekkel analóg C `kvantum koszinusz operátort' és S `kvantum szinusz operátort' azonban
minden további nélkül de�niálhatjuk, amint ezt Susskind és Glogower (1964) javasolta:

C � E + E+

2
; S � E � E+

2i
; C2 + S2 = 1� P0

2
6= 1 : (1.5-4)

Az exponenciális fázisoperátor parciális izometriája miatt a kvantum `koszinusz' és szinusz' négyzetösszege
nem 1, és kommutátoruk sem nulla, amit abban az esetben kapnánk, ha mindkett�o egy közös fázisoperátorral
lenne kifejezhet�o. Mindenesetre a következ�o felcserélési relációk jól de�niáltak, hasonlóan a bel�olük származ-
tatható határozatlansági relációk is, amelyeket Carruters és Nieto (1968) tanulmányozott el�oször.

[S;C] =
P0
2i

; [N;C] = �iS ; [N;S] = iC : (1.5-5)
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U1 (	) �
(�N)

2
(�C)

2

hSi2
� 1
4
; U2 (	) �

(�N)
2
(�S)

2

hCi2
� 1
4
: (1.5-6)

A fenti egyenletekben	 jel a kvantált módus valamilyen tetsz�oleges állapotára utal, amelyben a (�N)2, (�C)2

és (�S)2 szórásnégyzeteket értelmezzük, amint azt az (1.5-1) egyenletben is tettük.
Azokat a �kritikus (minimalizáló) állapotokat�, amelyeken az U1 (	) bizonytalansági szorzat a minimális

1
4 értéket veszi fel Jackiw (1968) találta meg. Itt röviden azt az esetet vizsgáljuk, amikor hCi � h	 jCj	i = 0
és 
 � hSi 6= 0, valamint a � � hNi átlagos fotonszám nem esik egybe valamilyen egész számmal. Az ilyen
típusú fotonszám-fázis minimális bizonytalansági állapotok a következ�o konkrét alakban fejezhet�ok ki:

j	i =
1X
n=0

cn jni = �
1X
n=0

(�i)n In�� (
) jni ; (1.5-7)

ahol In n-edrend�u els�ofajú módosított Bessel függvény n ([27], formula 8.406.3), és � a k	k2 = h	j	i feltétel-
b�ol adódó normálási faktor. A cn kifejtési együtthatók a (� � n) cn = i


2 (cn�1 + cn+1) rekurziós összefüg-
gésekb�ol adódnak (a c�1 = 0 kezdeti érték mellett), amelyek a minimalizálási feltétel következményei. A
peremfeltétel következtében (amely ekvivalens az I�1�� = 0 egyenlettel) � értéke a 2s < � < 2s + 1
sávokra korlátozódik, ahol s = 0; 1; : : :. Annak idején Jackiw (1968) cikkében megjegyezte, hogy �sajnos
ezek az állapotok, úgy látszik semmiféle �zikai jelent�oséggel nem rendelkeznek�. Azonban egy nemrég meg-
jelent munkánkban megmutattuk, hogy az ilyen típusú (pontosabban: teljesen hasonló struktúrájú) állapotok
természetes módon megjelennek, ha szabad elektronok Gauss-csomagjainak kölcsönhatását vizsgáljuk maga-
san gerjesztett (intenzív) kvantált sugárzási térrel [28]. Az `elektron+ kvantált módus' rendszer nemperturbatív
tárgyalására a 7. fejezetben kerül sor, de a Gauss-csomagokkal történ�o általánosítás részleteire ott sem tudunk
kitérni, ezért itt csak az említett publikáció egy részeredményén alapuló szemléltet�o ábrát közlünk a jelen rész
befejezéseképpen. (A témával kapcsolatban lásd még: [28])
Nagy � = hNi � n0 várható fotonszámértékekre a kvantált módus bP redukált s�ur�uség-operátora a következ�o

alakra hozható:

bP = 1X
k=�n0

jn0 + ki pk hn0 + kj+O
�
n�

3
4

�
; pk � Ik (q) eq ; q =

1

2
�2
�

�

2�w

�2
; (1.5-8)

ahol a � = eF
mc! dimenziótlan paraméter az elektromos térer�osség F várható értékével arányos. A q men-

nyiségben még szerepel a fény hullámhossza �, és az elektron hullámcsomag kezdeti szélessége w. A fpkg
statisztikai súlyok nagy n0 esetén normáltak,

1P
k=�1

pk = 1, és az I�k (z) = Ik (z) összefüggés következtében

az n0 kezdeti centrális fotonszám körül (tehát a k = 0 rugalmas csatorna körül) a k-fotonos abszorpciók és
indukált emissziók valószín�usége megegyezik.
A 3. ábra azt a természetes eredményt is illusztrálja, hogy az intenzitás növekedésével a fotoneloszlás

fokozatosan kiszélesedik. Végezetül érdekes megjegyezni, hogy az (1.5-7) egyenletben szerepl�o, és pusztán
formális megfontolásból kapott állapotról a kvantumoptikai szakirodalomban (a fázis kérdésével összefüggés-
ben, mintegy kötelez�oen) gyakran említést tettek, ugyanakkor valójában egyfajta kuriózumnak tekintették, ép-
pen a közvetlen �zikai jelentés hiánya miatt. 40 év után azonban kiderült, hogy a kvantumelektrodinamika
legelemibb kölcsönhatásának, vagyis a szabad elektron és kvantált sugárzás kölcsönhatásának elemzése során
éppen ilyen típusú fotonszám-fázis minimális határozatlanságú állapotok adódnak ki, és szolgálnak természetes
bázisállapotokként.
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3. ábra. Az (1.5-8) egyenletben de�niált fpkg fotonszámeloszlást mutatja négy q (négy átlagos intenzitás)
érték esetében, nevezetesen: (a) q = 2:5, (b) q = 5, (c) q = 25, és (d) q = 50. Ha feltesszük, hogy a
hullámhossz és az elektron csomag szélességének aránya �

w = 4� � 103, akkor ezek a q értékek a következ�o
intenzitásoknak felelnek meg � � 10�4cm esetén: (a) 1:25� 1012 W

cm2 , (b) 2:5� 1012 W
cm2 , (c) 1:25� 1013 W

cm2

és (d) 2:5� 1013 W
cm2 .

2. Az intenzív lézerfény és elektron kölcsönhatásának klasszikus elek-
trodinamikai leírása

2.1. Nemrelativisztikus elektronpályák monokromatikus lézerfényben
A relativisztikus Newton-egyenlet szerint az e töltés�u,m tömeg�u részecske mozgását a következ�o differenciál-
egyenlet határozza meg (�!r (t) a részecske helyvektora, �!v (t) a sebessége)

d

dt
(m�!v 
) = e

�
�!
E +

1

c
�!v ��!B

�
; (2.1-1a)


 � 1q
1�

�
v
c

�2 ; �!v � d�!r
dt

:

Például monokromatikus síkhullám terében

�!
E = F�!" sin

�
!t��!k � �!r

�
; ! = c

����!k ��� ; �!k � �!" = 0 ; �!B = �!n ��!E ; �!n �
�!
k����!k ��� : (2.1-1b)
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Nemrelativisztikus esetben az 1c -vel arányos tagokat elhagyjuk, ekkor

m ��!r = eF�!" sin
�
!t��!k � ~r

�
: (2.1-2a)

Ez egy nemlineáris egyenlet, megoldása azonban igen egyszer�u
�!
k és �!" mer�olegessége miatt. Mivel �!k �

��!r (t) = 0 ) �!
k � _�!r (t) = �!k � �!r 0 +

�!
k � �!v 0t, ezért

m ��!r = eF�!" sin
h�
! ��!k � �!v 0

�
t��!k � �!r 0

i
: (2.1-2b)

Az !D = ! ��!k � �!v 0 Doppler-eltolódott frekvencia nemrelativisztikus mozgás esetén gyakorlatilag meg-
egyezik az eredeti frekvenciával. Adiabatikus bekapcsolást véve a (2.1-2b) egyenlet megoldása

�!v (t) = eF

m!D

�!" cos (!Dt� ') +�!v 0 ; (2.1-2c)

�!r (t) = eF

m!2D

�!" sin (!Dt� ') +�!v 0t+�!r 0 ;

ahol ' =
�!
k � �!r 0. Egyszer�ubben, ha a Doppler-eltolódást elhagyjuk:

�!v (t) = c��!" cos (!t) ; �!r (t) = �
�

2�
�!" sin (!t) : (2.1-2d)

Itt feltettük, hogy az elektron kezdetben nyugalomban van az origóban.
Fentebb bevezettük a � ún. intenzitás paramétert, amely a következ�oképpen adott:

� � eF

mc!
= 10�9

n
I

[W=cm2]

o 1
2

[~!=eV ]
; (2.1-3)

ez dimenziótlan, és numerikus értéke a (hull�amhossz=�)
2� = c

! , és az intenzit�as = I = c
8�F

2 kifejezésekb�ol
határozható meg. A fentiekben már �gyelembe vettük, hogy az elektron negatív töltés�u (e = � jej ) �e, ahol
e az elemi töltés). Az árams�ur�uség, pontszer�u részecskékr�ol lévén szó,

�!
j (�!r ; t) = �ec��!" cos (!t) �3

h�!r � � c
!
�!" sin (!t)

i
: (2.1-4)

Ebben a speciális esetben az el�oz�o fejezetben látott (1.4-5a) Fourier-komponensek az

��!� ;� = �
i

~

�
2�~
!�L3

� 1
2

ec� (�!" � �!" (�!� ; �)) = (2.1-5)

=

tZ
t0

d� cos (!�) exp
h
�i� c

!
�!� � �!" sin (!�) + i!��

i
alakot öltik.

2.2. Felharmonikus keltés szabad elektronon, nemlineáris Thomson-szórás
Az el�oz�o alfejezetben már láttuk, hogy az intenzív lézerfényben mozgó pontszer�u elektron sugárzási terének am-
plitúdói a viszonylag egyszer�u (2.1-5) képlet alapján analitikusan is megadhatók. Ezek explicit kiszámításához
az alábbiakban még gyakran felhasználandó ún. Jacobi-Anger-formulát hívjuk segítségül [7]:
Jakobi-Anger-formula:
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eiz sin' =
1X

n=�1
Jn (z) e

in' ; (2.2-1)

ahol Jn (z) közönséges n-edrend�u Bessel-függvény. A fentiek szerint:

��!� ;� (t) = �
i

~

�
2�~
!�L3

� 1
2

ec� (�!" � �!" (�!� ; �))
tZ

t0

d�
X
n

Jn

�
�
c

!
�!� � �!"

�
cos (!�) exp [i (!� � n!) � ] :

Ha e fenti formula id�ofügg�o részében a koszinuszt exponenciálisokra bontjuk, és az n összegz�o indexet (n� 1)-
ill. (n+ 1)-re cseréljük, akkor a fenti összeg:

X
n

: : : =
X
n

"
nJn

�
� c!
�!� � �!"

�
� c!
�!� � �!" exp [i (!� � n!) � ]

#
;

ahol felhasználtuk az 12 [Jn�1 (z) + Jn+1 (z)] =
n
z Jn (z) rekurzív formulát, amely a Jacobi-Anger-formulából

egyszer�uen '-szerinti deriválással adódik. Az id�o szerinti integrálás elvégzés után

tZ
t0

d� exp [i (!� � n!) � ] = exp
�
i (!� � n!)

(t+ t0)

2

�
T
sin
�
(!� � n!) T2

�
(!� � n!) T2

; (*)

ahol T = t� t0 a kölcsönhatási id�o, amelyr�ol feltesszük, hogy T !1.
Mivel

T
sin
�
(!� � n!) T2

�
(!� � n!) T2

=

+T
2Z

�T
2

d� exp [i (!� � n!) � ]! 2�� (!� � n!) ; (**)

ezért az ��!� ;� amplitúdók végülis az alábbi összegre redukálódnak:

��!� ;� = �
i

~

�
2�~
!�

� 1
2

ec� (�!" � �!" (�!� ; �))
X
n

2�� (n! � !�)
�
nJn (z)

z

�
; (2.2-2)

ahol itt z = � c!
�!� � �!" , és az n összeghez természetesen csak az n = 1; 2; : : : index�u tagok adnak járulékot. A

kisugárzott energia átlagértéke az alábbi képlet segítségével számolható.



�
��a+a���� = 
0 ��D+ (�) a+aD (�)

�� 0� = 
0 ��D+ (�) a+D (�)D+ (�) aD (�)
�� 0� = (2.2-3a)

=


0
���a+ + ��� (a+ �)�� 0� = ��� � j�j2

ahol felhasználtuk a D operátor eltolási tulajdonságát. Az id�oegységre es�o átlagos kisugárzott teljes energia
(sugárzási teljesítmény)

1

T
hHradi =

1

T

X
�!� ;�

����!� ;���2 ~!� : (2.2-3b)

Megjegyezzük, hogy a (2.2-3b) formulában a zérusponti energia már nem szerepel. A keltett sugárzás �!�
hullámvektorára vett összegzés az alábbi formulák alapján számítható:
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X
nx;ny;nz

: : : =
X

nx;ny;nz

: : :�nx�ny�nz =
X L

2�

L

2�

L

2�
��x��y��z : : : (***)

)
�
L

2�

�3 Z
d3� : : :

)
Z
d3� : : : =

1Z
0

d� �2
Z
d
 [�!s (�!� )] : : : ; (****)

Z
d
 [�!s (�!� )] �

2�Z
0

d�s

�Z
0

d�s sin �s : : : ;

ahol�!s � �!�
� = fsin �s cos�s; sin �s sin�s; cos �sg a sugárzás

�!� terjedési vektora irányába mutató egységvek-
tor. d
 [�!s (�!� )] (� d
) a megfelel�o térszög (***)-ban természetesen�nx;y;z = 1, és��x;y;z = 2�

L �nx;y;z a
módusok legkisebb "távolsága" a �!� térben.
Mivel j�!� j � � = !�

c , ezért
1R
0

d� �2 = 1
c3

1R
0

d!� !
2
� : : :, és így - az ��!� ;� amplitúdókban szerepl�ok Dirac-

delták jelenléte következtében - ez az integrálás igen egyszer�uen elvégezhet�o. A szórt sugárzás lehetséges
frekvenciái:

!� = n! ; n = 1; 2; : : : (2.2-4)

vagyis a bees�o lézerfény összes felharmonikusa is gerjeszt�odik. (2.2-3b), (2.2-2), (****), (2.2-4), valamint �
(2.1-3)-beli de�níciója alapján a sugárzási teljesítmény az egyes harmonikusok járulékainak összegeként áll el�o:

P =
1X
n=1

Pn ;

ahol

Pn = Ir20

Z
d

X
�

[�!" � �!" (�!� ; �)]2 n4
�
2Jn (zn)

zn

�2
; (2.2-5)

zn � n� (�!s � �!" ) :

Itt I a lézerfény intenzitása és r0 � e2

mc2 � 3� 10
�13 cm az ún. klasszikus elektron sugár.

Az egyes harmonikusok differenciális hatáskeresztmetszete (2.2-5) alapján egyszer�uen adódik. A két lehet-
séges polarizációra vonatkozó összegzés a következ�oképpen végezhet�o el (a rövidség kedvéért itt �!" (�!� ; �)-t
�!" 0-vel jelöljük):

(�!" � �!" 01)
2
+ (�!" � �!" 02)

2
= (�!" � �!" 01) (�!" 01 � �!" ) + (�!" � �!" 02) (�!" 02 � �!" ) =
= �!" � (�!" 01 � �!" 01 +�!" 02 � �!" 02) � �!" = �!" � (�1��!s � �!s ) � �!" =
= 1� (�!s � �!" )2 = 1� cos2 � = sin2 � = j�!s ��!" j2 :

Itt felhasználtuk, hogy f�!" 01;�!" 02;�!s g teljes ortogonális rendszer a háromdimenziós térben: �!" 01 � �!" 01 +�!" 02 ��!" 02 +�!s � �!s = �1.
Az n-edik harmonikus differenciális hatáskeresztmetszete a fenti képlet és (2.2-5) alapján:
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d�n
d


=
d�Th
d


n4
�
2Jn (zn)

zn

�2
; ahol

d�Th
d


= r20 j�!s ��!" j
2
: (2.2-6)

Itt d�Thd
 a Thomson-féle hatáskeresztmetszet. Ha ezt a teljes térszögre kiintegráljuk, akkor a Thomson-féle
formulát kapjuk: � = 8�

3 r
2
0 .

A fenti képlet természetesen viszonylag kis intenzitásokra visszaadja a szokásos Thomson-féle keresztmet-
szetet. Ez úgy látható be, hogy felhasználjuk a Bessel-függvények hatvány-sorát.
Mivel a Bessel-függvények a továbbiakban is fontos szerepet fognak játszani, úgy gondoljuk, hogy célszer�u

most összefoglalni néhány fontosabb tulajdonságukat.
A Z� (z) Bessel-függvények (más szóval hengerfüggvények) az alábbi differenciál egyenletet elégítik ki:

d2Z�
dz2

+
1

z

dZ�
dz

+

�
1� �2

z2

�
Z� = 0 :

A reguláris megoldásokat a közönséges Bessel-függvényeknek nevezzük, és J� (z)-vel jelöljük. Az irreg-
uláris megoldások a Neumann-függvények, vagyis másodfajú Bessel-függvények,N� (z), a harmadfajú Bessel-
függvényeket Hankel-függvényeknek nevezzük, jelük: H(1;2)

� � J� (z) � iN� (z). A közönséges Bessel-
függvények hatványsora:

J� (z) =
�z
2

�� 1X
k=0

(�1)k
�
z
2

�2k
k!� (� + k + 1)

;

tehát J� (z) � (z=2)�

�(�+1) , ha jzj � �. Ha � egész, akkor � (n+ 1) = n!. Ez azt jelenti, hogy ki jzj érték
esetén a Bessel-függvény jól közelíthet�o az alábbi formulával J� (z) = (z=2)n

n! . Nagy jzj értékekre az aszimp-
totikus viselkedés J� (z) �

q
2
�z cos

�
z � n�2 �

�
4

�
. Kis intenzitásokra (z ! 0) (2.2-6) a Thomson-formulára

redukálódik, és lényegében csak az n = 1 alapharmonikus van jelen a szórt fényben. (2.2-5) alapján a kis ar-
gumentumokra érvényes aszimptotikus formula segítségével közvetlenül látható, hogy Pn / In, vagyis ebben
a határesetben a kisugárzott jel n-edik komponense az intenzitás n-edik hatványával arányos. Ezt nevezzük
n-hatvány szabálynak, amely a nemlineáris folyamatokra viszonylag kis intenzitások esetén általában igaz.
Ezt a matematikailag így szokász kifejezni:

@ (logPn)

@ (log I)
� n (I) független I-t�ol, ha I "kicsi". (2.2-7)

Ebben az esetben, ha a jel (jelen esetben Pn) intenzitásfüggését log� log skálán ábrázoljuk, akkor egy n irány-
tanges�u egyenest kell hogy kapjuk.
Visszatérve a Bessel-függvények tulajdonságaihoz: érvényesek a következ�o rekurziós formulák:

1

2
[Jn�1 (z) + Jn+1 (z)] =

n

z
Jn (z) ;

1

2
[Jn�1 (z)� Jn+1 (z)] =

dJn (z)

dz
:

Érvényesek a következ�o szimmetria relációk:

Jn (�z) = J�n (z) = (�1)n Jn (z) (2.2-8)

Megemlítjük még az alábbi addíciós tételt:

Jn (z1 + z2) =
+1X

k=�1
Jn�k (z1) Jk (z2) (2.2-9)

Egész n esetén az In (z) ún. módosított Bessel-függvény a közönséges Bessel-függvénnyel fejezhet�o ki:
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In (z) = i�nJn (iz) : (2.2-10)

Valós z-re In (z) valós érték�u, hatványsora a következ�o:

In (z) =
1X
k=0

1

k! (n+ k)!

�z
2

�n+2k
:

2.3. Relativisztikus elektron trajektóriái intenzív sugárzási térben
A (2.1-1a) relativisztikus mozgásegyenlet részletesen kiírva a következ�o alakot ölti:

d

dt

2664 md�!r (t)
dtr

1�
�
1
c
d�!r (t)
dt

�2
3775 = e

�
�!
E (t;�!r (t)) + 1

c

d�!r (t)
dt

��!B (t;�!r (t))
�
; (2.3-1a)

�!
E (t;�!r (t)) = �!" F (�) ; � � t�

�!n � �!r (t)
c

;
�!
B = �!n ��!E ; (2.3-1b)

ahol�!" a polarizációs egységvektor és�!n a terjedési vektor, valamint általánosan F (�) tetsz�oleges (jó tulajdon-
ságú) függvény lehet. Például egy !0 centrális frekvenciájú és �0 id�obeli szélesség�u Gauss-impulzus esetében
írhatjuk:

F (�) = � 1
c2
@2�(�)

@t2
; �(�) =

c2

!20
F0f0 (�) cos (!0� + '0) ; f0 = g0 (�) � e��

2=2�20 ; (2.3-1c)

ahol � a tér Hertz-féle potenciálja, '0 a viv�o-burkoló fáziskülönbség és 2�0
p
log 2 az impulzus teljes szé-

lessége a maximális érték felénél (az angolnyelv�u irodalomban erre a mennyiségre a �full width at half maxi-
mum� kifejezés használatos, amelyet FWHM-mel rövidítenek). A (2.3-1a) egyenlet valójában egy másodrend�u
nemlineáris differenciálegyenlet-rendszer az �!r (t) pályára, és az els�o pillanatban reménytelenül bonyolultnak
t�unik, még abban az esetben is, ha ideálisan monokromatikus térrel van dolgunk (tehát az f0 burkolófüggvény
konstans). Azonban viszonylag egyszer�uen belátható, hogy az általános megoldás tetsz�oleges F (�) függvény
esetében kvadratúrára vezethet�o vissza. Ehhez el�oször célszer�u bevezetni az elektron d� sajátid�o elemét a
d� = dt


 de�nícióval, s ezután a mozgásegyenletb�ol kiadódik, hogy a
d�
d� = 


�
1� �!n ��!v

c

�
� � derivált

mozgásállandó, vagyis a fény térer�osségeinek argumentuma a sajátid�o lineáris függvénye a benne mozgó elek-
tron helyén. Az általánosság csorbítása nélkül tekintsünk egy x-irányban polarizált és a z-irányban haladó
síkhullámmal való kölcsönhatást, tehát legyen �!" = (1; 0; 0) és �!n = (0; 0; 1). Ekkor a (2.3-1a) egyenletb�ol és
a relativisztikus munkatételb�ol a következ�o egyenletek nyerhet�ok:

m�
d2x

d�2
= �eF (�) ; � � 


�
1� vz

c

�
= const: ;

d2z

d�2
=
1

2c

d

d�

�
dx

d�

�2
; (2.3-2a)

d2y

d�2
= 0 ; 
mc2 = mc2 +

1

2
m

�
dx

d�

�2
: (2.3-2b)

A (2.3-1a) egyenlet els�o egyenletét kiintegrálva, megkapjuk dxd� -t, s ezt a harmadik egyenletben szerepeltetve
dz
d� -t, majd z (�)-t is meghatározhatjuk, elvileg tetsz�oleges alakúF (�) impulzus esetében. Ez annak köszönhet�o,
hogy a fenti (egzakt!) egyenlet formálisan a (2.1-2b) Newton-egyenlettel azonos az � ! t helyettesítéssel. A
(2.3-2b) egyenlet második egyenletéb�ol az elektron teljes enegiája is kiszámolható általános esetben. (2.3-1c)
és (2.3-2a, 2.3-2b) szerint az elektron x-koordinátája a Hertz-potenciállal arányos, ezt koszinus-impulzus esetén
('0 = 0 , vagyis nulla viv�o-burkoló fáziskülönbség esetén) a 4. ábrán szemléltetjük.
A 5. ábrán a longitudinális mozgás id�ofüggését és az x� z síkban történ�o mozgás alakját ábrázoltuk.
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4. ábra. Az elektron pozicióját mutatja a polarizáció irányában egy két-ciklusos koszinusz lézerimpulzussal
való kölcsönhatás esetén. A vízszintes tengelyen a hullám argumentuma van a T otikai periódusid�o egységében
felmérve, a függ�oleges tengelyen a maximális amplitúdóra normált koordináta értékei szerepelnek. Koszinusos
Gauss-impulzussal számoltunk ('0 = 0), és az intenzitás paramétert � = 0:9-nek vettük, amely az I0 �
1018 W

cm2 relativisztikus intenzitásnak felel meg h� = 1eV energiájú optikai fotonok esetében.

(a) (b)

5. ábra. A 5(a) ábrán az elektron longitudinális helyzetének (vagyis a terjedési vektor irányába es�o
z-komponensnek) az id�ofüggését ábrázoltuk azonos paraméterértékekre, mint a 4 ábra esetében, nulla
kezd�osebességet feltételezve. Látható, hogy a mozgás egy szisztematikus eltolódást ("driftet") tartalmaz, ame-
lyet a klasszikus sugárnyomás eredményének tekinthetünk. Az eltolódás sebessége az intenzitással (�2-tel)
arányos. A 5(b) ábra világosan mutatja, hogy az elektron mozgása relativisztikus esetben nagymértékben eltér
az egyszer�u harmonikus mozgástól.

Ha a z-irányú haladást kitranszformáljuk, akkor szembet�un�o a koszinusos és a szinuszos változású inten-
zív lézertérbrn megvalósutó trajektóriák jelent�os különböz�osége, vagyis a viv�o-burkoló fáziskülönbségt�ol való
függés.
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(a) (b)

6. ábra. E két ábra lényegében a 5(b) ábrának felel meg koszinuszos ('0 = 0) és szinuszos ('0 = ��2 ) im-
pulzussal való kölcsönhatás esetén. Annak érdekében, hogy a két eset különböz�oségét egyértelm�uen bemutas-
suk, az eredeti z-koordinátából a drift-mozgást kitranszformáltuk, és az így kapott z0-koordinátát szerepeltettük
a függ�oeges tengelyen. Mind a baloldali mind a jobboldali ábrán a trajektória kissé az origó alatti helyr�ol indul
a negatív értékek felé, aztán a pozitív z0-értékek felé halad, majd "fentr�ol" tér vissza az origóba.

7. ábra. Ezen az ábrán egy hosszabb (20-ciklusos) szinuszos lézerimpulzussal való kölcsönhatás során kialakuló
elektrontrajektóriát ábrázoltunk úgy, hogy a z-irányú drift-mozgást javarészt kitranszformáltuk. Az elektronnal
egzaktul együtt haladó koordinátarenszerben a trajektóriák lemniszkáta alakúak. Ezek a híres 8-as alakú trajek-
tóriák (az angol nyelv�u irodalomban ezt a mozgást "�gure-8 motion"-nak nevezik). Az ábrán mutatott görbe
mentén az elektron a (0;�1:5) koordinátájú pontból indul negatív z0-értékek felé, majd áttér a pozitív értékekre,
ahol a (0;+1:2) pontig követtük mozgását.

A 7. ábrán a drift-mozgást azért nem transzformáltuk ki teljesen, hogy érzékeltessük, hogy valójában ideális
8-as alakú mozgás még a kezdetben nyugvó elektron esetében sem valósul meg. Ebb�ol a szisztematikus mozgás-
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ból ered a nemlineáris Thomson- (Compton-) szórás esetében a felharmonikusok intenzitásfügg�o frekvenciae-
eltolódása, amely tehát a Doppler-effektus egy speciális esete.

2.4. Egy egyszer�u példa a viv�o-burkoló fáziskülönbség (abszolút fázis) hatásának szem-
léltetésére lineáris esetben

A viv�o-burkoló fáziskülönbségnek, vagyis a lézerimpulzus abszolút fázisa hatásának kísérleti és elméleti
vizsgálata fontos szerepet játszik a fázisstabilizált párciklusos impulzusok �zikájában. Itt el�oszöris két kérdés
vet�odik fel természetesen: Milyen pontossággal lehetséges a gyakorlatban azt elérni, hogy egy impulzussorozat-
ban mindegyik impulzus mondjuk koszinusz-típusú legyen, és van-e elvi határa az abszolút fázis bizonytalan-
sága csökkentésének? A második kérdés az, hogy milyen folyamatok, kölcsönhatások vizsgálata segítségével
lehet megmérni az abszolút fázist? Itt a második kérdéssel foglalkozunk, a fázis kvantum-bizonytalanságának
problémakörére a jegyzet második részében szándékozunk részleteiben visszatérni. A régebben általánosan
elfogadott, s a tankönyvekben is hangoztatott nézet szerint az elektron gerjesztési valószín�usége vagy ionizá-
ciója nem függ a gerjeszt�o sugárzás abszolút fázisától. Az újabb vizsgálatok azonban megmutatták, hogy igenis
léteznek olyan többfotonos folyamatok (pl. nemlineáris Auger-effektus), amelyek hozama érzékeny az abszolút
fázis értékére. Ennek eredményeképpen viszont az lett a széleskör�uen vallott vélemény, hogy a viv�o-burkoló
fázistól való függés kimutatásához feltétlenül a nemlineáris tartományban kell vizsgálódni. Ez a manapság
tanulmányozott folyamatokra kivétel nélkül érvényes, azonban a kutatók �gyelmét elkerülte Fearn és Lamb
1992-es munkája, amelyben megmutatták, hogy a lineáris fotoeffektus is érzékeny a kiváltó impulzus koszinu-
sos vagy szinuszos karakterére. E helyett a kvantummechanikai példa helyett mi itt egy lényegesen egyszer�ubb
klasszikus rendszert vizsgálunk.
Tekintsünk egy e töltéssel és m tömeggel rendelkez�o csillapított lineáris oszcillátort 
 sajátfrekvenciával

és � csillapítási tényez�ovel, s tegyük fel hogy ezt egy általános Gauss-impulzussal gerjesztjük. A rendszer
Newton-egyenlete a következ�o:

d2x

dt2
+ �

dx

dt
+
2x = � e

m
F (t) ; F (t) = F0e

�t2=�2 cos (!0t+ '0) : (2.4-1)

Az egyenletet Fourier-transzformálva az oszcillátor amplitúdóspektrumára (ezt nevezhetjük egyfajta frekven-
ciafügg�o �szuszceptibilitásnak� is) a következ�o kifejezés adódik:

jx (!)j2 =
� e
m

�2 jF (!)j2

(!2 � 
2) + �2 ; jF (!)j
2
= jC (!)j2

�
cosh

�
2�2!!0

�
+ cos (2'0)

�
; (2.4-2)

ahol jC (!)j nem függ a '0 abszolút fázistól. Mivel cos (2'0) �1 és +1 között változik (� periódussal),
természetesen adódik a következ�oM (!)modulációs függvény bevezetése:

M (!) �

h
jx (!)j2

i
max
�
h
jx (!)j2

i
minh

jx (!)j2
i
max

+
h
jx (!)j2

i
min

=
1

cosh (2�2!!0)
: (2.4-3)

A fenti függvény az optikában jól ismert láthatósággal analóg mennyiség, tehát a fázis változásakor bekövet-
kez�o modulációs mélységet jellemzi számszer�uen. Tekintettel a gerjesztés linearitására, a modulációs függvény
nem függ az intenzitástól. A 8. ábra szerint a moduláció csak kis frekvenciáknál számottev�o, azonban a jel
(esetünkben az indukált dipól) pont kis frekvenciákra kicsiny, mivel a gerjeszt�o spektrum maximuma ! � !0
környékén van.
Ezen egyszer�u modell szerint a lineáris tartományban a válasz spektruma követi a gerjesztés spektrumát.

Hogyha a rendszer egy alacsonyfrekvenciás rezonanciával rendelkezik, amint ezt a 9. ábrán illusztráltuk, akkor
ezen a helyen a moduláció jelent�os. A rezonáns jel maga megnövekszik, s egyben a moduláció is számottev�oen
függ az abszolút fázistól. Ezt a 10. ábra mutatja.
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8. ábra. A (2.4-3) egyenletben de�niált modulációs függvényt mutatja lényegében három- és ötciklusos Gauss-
impulzus esetében (fels�o görbe: !0� = 5, alsó görbe: !0� = 3).

9. ábra. A lineáris oszcillátor amplitúdó (dipól) spektrumát mutatja 
 = 0:1!0 sajátfrekvencia és � = 0:005!0
csillapítási tényez�o esetén.

3. Az intenzív lézerfény és elektron kölcsönhatásának szemiklaszikus
leírása

3.1. Dipólközelítés, mértéktranszformáció a klasszikus mechanikában és a kvantum-
mechanikában

Amint azt az 1.2 alfejezetben láttuk, az optikai frekvenciájú (� � 10�4 cm hullámhosszú) sugárzásssal kölcsön-
ható atomi elektronok szempontjából ae sugárzás homogénnek tekinthet�o (azaz a helyfüggése elhanyagolható),
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10. ábra. A (2.4-2) egyenlet alapján a dipólmomentum rezonáns (az ! = 
 = 0:1!0 frekvenciánál felvett)
értékének változását mutatja a viv�o-burkoló fázis függvényében.

mivel az atomi méretek (a0 � 10�8 cm) a hullámhossznál sokkal kisebbek. Ebben az esetben a fény által
indukált átmenetek az atomi dipólmomentum átmeneti mátrixaelemeivel jellemezhet�o, ezért ezt a közelítést
dipólközelítésnek hívjuk. Most megvizsgáljuk, hogy az elektron (vagy álalában valamilyen töltött részecske)
mozgásegyenletinek felírásához milyen lehet�oségek kínálkoznak e közelítésben.
A klasszikus mechanikában azm ��!r = e

�!
E nemrelativisztikus Newton-egyenlet azL Lagrange-efüggvényre

vonatkozó következ�o variációs elvb�ol is származtatható:

�

t2Z
t1

dt L
��!r ; _�!r ; t� = 0 ; (3.1-1)

ahol L = 1
2m

_�!r
2
+ e

c
_�!r � �!A � eV , és �!E = � 1c

@
�!
A
@t �

�!rV .
� 1c

@
�!
A
@t = �

1
c
d
�!
A
dt =

�!
E s (t) a sugárzási tér elektromos térer�ossége dipólközelítésben, V az elektront ér�o

egyéb hatásokat leíró potenciál, pl. H-atom eseténben eV = � e2

j�!r j . A hatásintegrál variációjának elt�unéséb�ol
a másodfajú Lagrange-egyenlet fennállása következik, s ebb�ol egyszer�u számolással a fenti Newton-egyenletet
kapjuk:

d

dt

@L

@ _�!r
� @L

@�!r = 0) m ��!r = e
h�!
E s +

�
��!rV

�i
:

Bevezetve a �!p = @L

@ _�!r
kanonikus impulzus és a H (�!r ;�!p ; t) = �!p � _�!r � L Hamilton-függvényt, L (3.1-1)

alakjából:

H =
1

2m

��!p � e

c

�!
A (t)

�2
+ eV : (3.1-2)

A kanonikus mozgásegyenletekb�ol természetesen szintén a fenti Newton-egyenlet adódik:

@H

@�!r = � _�!p ;
@H

@�!p = _�!r ) m ��!r = e
h�!
E s +

�
��!rV

�i
:
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Mint tudjuk, két olyan Lagrange-függvény amelyek egy tetsz�oleges függvény id�o szerinti deriváltjában
különböznek egymástól ugynahhoz a mpzgásegyenlethez vezetnek. Ha a fenti L-b�ol az e

c
d
dt

��!r � �!A� =

e
c

h
_�!r � �!A +�!r � d

�!
A
dt

i
teljes deriváltat kivonjuk, akkor a kapott új L0 Lagrange-függvényben a régi kölcsön-

hatási tag helyett a � ec
�!r � d

�!
A
dt kifejezés szerepel.

L0 =
1

2
m _�!r

2
� e

c
�!r � d

�!
A

dt
� eV : (3.1-3)

Az ennek megfelel�o Hamilton-függvény:

H 0 =
p2

2m
� e�!r � �!E s (t)E + eV (

�!r ) : (3.1-4)

Az utóbbi formula származtatásakor már feltettük, hogy d
�!
A
dt �

@
�!
A
@t , vagyis a sugárzási tér homogenitását

tételeztük fel. A H 0-ben fellép�o �e�!r � �!E s = �
�!
d � �!E s dipólenergia miatt ezt a közelítést dipólközelítésnek

nevezzük. A fenti közelítés jogosságát már megindokoltuk. Most arra vagyunk kíváncsiak, hogy a kvantum-
mechanikában mi a megfelel�oje ennek.
Ha a klasszikus modellen túllépünk, akkor az elektront is - hasonlóan a fényhez - térmennyiséggel (hullám-

függvénnyel) kell leírnunk. Ez a szemiklasszikus elmélet. A különböz�o mértékbeli Hamilton-függvényeknek
az elektron Hilbert-terén ható operátorok felelnek meg a szokásos korrespondencia elvvel összhangban. Mind
a klasszikus mind a kvantummechanikai leírásban az els�o esetben a kanonikus impulzus �!p = m _�!r + e

c

�!
A , míg

a második esetben �!p = m _�!r , tehát az els�o esetben (�!p � �!A -mérték) az m _�!r kinetikus impulzus különbözik a
kanonikus impulzustól, ugyanakkor az �!r � �!E -típusó kölcsönhatás esetében azzal megegyezik.
A kvantummechanikai tárgyalás formailag ugyanazt adja mint a fenti klasszikus megfontolások. (Itt idei-

glenesen a ^ jelölést használjuk az operátorjelleg hangsúlyozása érdekében.)
Ha a  hullámfüggvény a fenti helyzetben a következ�o Schrödinger-egyenletet elégíti ki

bH = i~
@ 

@t
; bH =

1

2m

�c�!p � e

c

c�!
A

�2
+ ebV ; c�!p � �i~�!r ; (3.1-5)

akkor tetsz�oleges � (�!r ; t) függvénnyel (melyet a mértéktranszformáció generátor függvényének nevezünk) a

 0 = exp

�
ie

~c
� (�!r ; t)

�
 és bH 0 = e+

ie
~c� bHe� ie

~c� � e

c

@�

@t
(3.1-6)

transzformált mennyiségekre (3.1-5)-tel teljesen analóg egyenlet teljesül

cH 0 0 = i~
@ 0

@t
; ahol cH 0 =

1

2m

�c�!p � e

c

c�!
A0
�2
+ ecV 0 ; (3.1-7)

ahol bevezettük az ún. másodfajú mértéktranszformációt az elektromágneses potenciálokra:

�!
A !

�!
A0 =

�!
A +

�!r� ; V ! V 0 = V � 1
c

@�

@t
: (3.1-8)

(Hangsúlyozzuk, hogy itt
�!
A vektorpotenviál és a V skalárpotenciál térfüggésére még semmit megszorítás nem

szükséges a fenti formulák érvényességét illet�oen.) Mint tudjuk, ezen transzformált potenciálokból ugyanazon
elektromos téresr�osség és mágneses indukció adódik a szokásos módon, mint az eredetiekb�ol:

�!
E = ��!rV � 1

c

@
�!
A

@t
;
�!
B =

�!r ��!A ; (3.1-8a)

�!
E0 = ��!rV 0 � 1

c

@
�!
A0

@t
;
�!
B0 =

�!r �
�!
A0 :
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A (3.1-5), (3.1-6), (3.1-7), (3.1-8) egyenletek telsen általánpsságban használhatók. Ha dipólközelítést
használunk, akkor

�!
A csak id�ot�ol függ, és - amint azt a klasszikus esetben már láttuk -

�!
A0 nullává tehet�o.

Ehhez a � generátorfüggvényt a következ�oképpen kell választani: ��!r � �!A (t).
A �zikailag különböz�o mértékek használata �zikailag természetesen egyenérték�u mindaddig, amíg a tek-

intett problémát egzaktul meg tudjuk oldani. A számított eredmények és a kísérleti tapasztalat között azonban
jelent�os eltérés lehet abban az esetben, ha a sugárzási tér hatását perturbációszámítással vesszük �gyelemben. A
�!p ��!A -mérték, valamint az�!r ��!E -mérték nagyságrendekkel különböz�o eredményt adhat. Erre jó példa a spontán
emisszió analízise [8]. Ennek részleteiben itt nem megyünk bele, mindössze azt jegyezzük meg, hogy az�!r ��!E -
mérték (dipólközelítésben, ill., ha ezen túlmegyünk, és az elektromágneses tér magasabbrend�u multipól tagjait
is használjuk) a kísérleti eredmények értelmezése szempontjából sokkal hasznosabb, mint a �!p � �!A -mérték.
Ez persze a vizsgált folyamat természetét�ol is függ, és esetenként meg kell vizsgálni melyik mértéket célszer�u
használni. A továbbiakban mi az �!r � �!E -mértéket választjuk kiindulási pontnak. A következ�okben e-vel ismét
az elemi töltést (vagyis az elektron töltésének abszolút értékét) jelöljük, tehát e = � j�ej ! e = j�ej.

3.2. A Gordon-Volkov-állapotok dipólközelítésben
A fenti diszkussziónak megfelel�oen az elektron fénnyel való kölcsönhatásának leírása érdekében az alábbi
Schrödinger-egyenletb�ol indulunk ki. (Nemrelativisztikus leírást használunk és eltekintünk a fény elektromág-
neses terének térfüggését�ol.) (Itt már az operátorokat nem jelöljük kalappal, ez a jelen esetben nem vezethet
félreértéshez.)

H' = i~@t' ; ahol H =
p2

2m
+ e�!r � �!F (t) ; és �!F (t) = �!" F sin!t (3.2-1)

A fenti egyenlet tetsz�oleges
�!
F (t)-vel megoldható, mi itt els�osorban a tiszta monokromatikus eset vizs-

gálatára szórítkozunk. Az intenzív sugárzási tér (röviden: lézerfény) elektromos téresr�osségvektorát
�!
F -el

jelöljük, lineáris polarizációt tételezünk fel, valamint az F amplitúdóba beleértünk egy adiabatikus be-kikapcso-
lási faktort (err�ol már szó volt az 1.3 részben). A (3.2-1) -ben szerepl�o Schrödinger-egyenlet megoldását röviden
Volkov-állapotnak fogjuk nevezni. Gordon [9] a húszas évek második felében megadta a róla elnevezett Klein-
Gordon-egyenlet egzakt megoldásait tetsz�oleges síkhullámtérrel kölcsönható elektron esetére. E megoldásokat
1935-ben Volkov [10] lényegében újra felfedezte, amikoris a megfelel�o Dirac-egyenlet megoldásait határozta
meg. E pontos megoldásokra a továbbiakban nincs szükségünk, megelégszünk a nemrelativisztikus leírással
dipólközelítésben, vagyis a (3.2-1) egyenlet egzakt megoldásaival.
Induljunk ki a (3.2-1) egyenlet következ�o módosított konkrét alakjából (a Dirac-féle bra-ket jelölést használ-

juk a könnyebb áttekinthet�oség kedvéért).

[H0 + e
�!r � �!" F sin!t] j	(t)i = i~@t j	(t)i : (3.2-2)

Ha H0 =
p2

2m , akkor j	(t)i � j' (t)i egy Volkov-állapot. Egyébként H0 lehet egy olyan Hamilton-
operátor, amely magában foglalja az egyéb hatásokat is. Például H0 =

p2

2m + V (�!r ), ahol V (�!r ) az elektront
ér�o egyéb hatásokat reprezentáló potenciális energia (tehát nem feltétlenül elektromágneses potenciál, mint
ahogy az el�oz�o alfejezetben feltettük). A dipólkölcsönhatás a fenti egyenletb�ol kiküszöbölhet�o, de cserébe egy
�!p � �!A -típusú és egy A2-típusú kölcsönhatási tagot kapunk.
Induljunk ki tehát a (3.2-2) egyenletb�ol. Legyen j	(t)i = Ur (t) j (t)i, ahol

Ur (t) � exp
�
i
e�!r � �!" F
~!

cos!t

�
; (3.2-3a)

s így az új transzformált állapot egy �!p � �!A -mértékbeli Schrödinger-egyenletet elégít ki.

1

2m

�
�!p +�!" eF

!
cos!t

�2
j (t)i = i~@t j (t)i ;

�!
A = �!" cF

!
cos!t : (3.2-3b)
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Itt j (t)i egy �!p � �!A -mértékbeli Volkov-állapot lesz. (3.2-3b) szerint érvényes a következ�o egyenlet:

1

2m

��!p + e

c

�!
A (t)

�2
j (t)i =

�
p2

2m
+

e

mc
�!p � �!A + e2

2mc2
A2
�
j (t)i = i~@t j (t)i ; (3.2-3c)

s emiatt beszélünk most ún. �!p � �!A -mértékr�ol. A fenti egyenlet könnyedén megoldható, mivel �!A =
�!
A (t) csak

az id�ot�ol függ.
Az A2-es tagot azonnal kitranszformálhatjuk a következ�o transzformációval

j (t)i = exp

24� i
~

tZ
t0

d�
e2

2mc2
A2 (�)

35 j 1 (t)i = U2 (t) j 1 (t)i ; (3.2-4)

ahol

U2 (t) = exp

�
� i
~
�E2t� i

�E2
2~!

sin 2!t

�
: (3.2-4a)

A fenti exponens kiszámításához felhasználtuk a cos2 x = 1
2 (1 + cos 2x) trigonometrikus összefüggést, valamint

bevezettük a �E2 váltóáramú Stark-eltolódást ("AC Stark-shift" az angol szakirodalomban), amelyet szokás
még ponderomotoros energia eltolódásnak is nevezni:

�E2 �
e2F 2

4m!2
=
1

4
�2mc2 : (3.2-4b)

A � dimenziótlan intenzitásparaméter (2.1-3)-ban már bevezettük.
Tekintsük ezek után a következ�o Ansatz-ot �!p � �!A eliminálása céljából:

j 1 (t)i = exp

24� i
~
e

mc
�!p �

tZ
t0

d�
�!
A

35 j 2 (t)i = Up (t) j 2 (t)i ; (3.2-4c)

ahol

Up (t) = exp

�
� i
~
�!p � �!� 0 sin!t

�
(3.2-4d)

szintén egy unitér transzformáció, amely egy eltolást reprezentál. Az Up transzformáció végülis az �!� (t) =�!� 0 sin!t klasszikus trajektóriával való térbeli eltolás generátora. Ezt általában Kramers-Henneberger-transzfor-
mációnak nevezik [11], [12]. Itt

�!� 0 =
�!" eF

m!2
= �!" � �

2�
: (3.2-4e)

A j 2i transzformált állapot a szabad Schrödinger-egyenletet elégíti ki, hiszen minden kölcsönhatási tagot
kiküszöböltünk:

p2

2m
j 2 (t)i = i~@t j 2 (t)i : (3.2-4f)

A fenti egyenlet megoldása egyszer�uen felírható:

j 2 (t)i = Up2 (t) j 2 (t0)i ; Up2 (t) � exp
�
� i
~
p2

2m
(t� t0)

�
;

ahol az imént bevezetett unitér transzformáció a szabad terjedés evolúciós operátora. A fenti eredmények össze-
foglalva a (3.2-2) eredeti egyenlet egzakt megoldásainak általános alakjára a következ�o kifejezést kapjuk [12]:
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j	(t)i = Ur (t)Up (t)U2 (t)Up2 (t) j	(t0)i : (3.2-5)

Ha j	(t0)i egy impulzus sajátállapot, akkor (3.2-5) az adott impulzussal paraméterezett Gordon-Volkov-
állapot �!r � �!E -mértékbeli alakjára redukálódik:

��	�!p (t)� = Ur (t)Up (t)U2 (t)Up2 (t) j�!p i = (3.2-6)

= exp

�
i
e�!r � �!" F
~!

cos!t

�
exp

�
� i
~
�!p � �!� 0 sin!t

�
exp

�
�i�E2
2~!

sin 2!t

�
exp

�
� i
~

�
p2

2m
+�E2

�
t

�
j�!p i :

Megjegyezzük, hogy a �!p � �!A -mértékben a j	(t)i Volkov-állapot teljes általánosságban a következ�o tömör
formulával adható meg:

��	�!p (t)� = exp
24� i

~

tZ
t0

d�
1

2m

��!p + e

c

�!
A (�)

�235 j�!p i : (3.2-7)

A (3.2-6) alak származtatásakor feltettük, hogy a lézerfény lineáris polarizációjú. Cirkuláris polarozáció
esetén (�!" 1, �!" 2,

�!
k jobbrendszert alkot) az elektromos térer�osség vektora így írható fel:

�!
E = F (�!" 1 sin!t��!" 2 cos!t) ; (3.2-8a-C)

s az ennek megfelel�o vektorpotenciál:

�!
A =

cF

!
(�!" 1 cos!t��!" 2 sin!t) = (3.2-8b-C)

=
cF

!
p
2

��!" �e�i!t +�!" ��e+i!t� ; �!" � � 1p
2
(�!" 1 � i�!" 2) :

A fels�o ill. alsó el�ojel a jobbra ill. balra cirkulárisan polárizált fényre vonatkozik. Itt bevezettük az�!" � komplex
polarizációs egységvektorokat ("2 = 0; �!" � � �!" = 1).
A (3.2-7) formula alapján a �!p � �!A -mértékbeli Volkov-állapot most a következ�oképpen írható (a továbbiak-

ban a � indexet nem tüntetjük fel):

��	�!p (t)� = exp �� i~
�
p2

2m
+ 2�E2

�
t

�
exp

�
� i
~
2ea0
mc!

j�!p � �!" j sin (!t� �)
�
j�!p i ; (3.2-9-C)

ahol

a0 �
cF

!
p
2
; � � arg [�!p � �!" ] : (3.2-9a-C)

Tehát itt a dupla frekvenciás (� sin 2!t) moduláció nincs jelen, ugyanis A2 = 2a20 =konstans.
A már többször felhasznált Jacobi-Anger-formula [7] felhasználásával,

eiz sin' =
+1X

n=�1
Jn (z) e

in' (3.2-10)

mind (3.2-6), mind (3.2-9-C) id�o szerint Fourier-sorba fejthet�ok (a könnyebb áttekinthet�oség kedvéért �!p � �!A -
mértéket használunk, tehát (3.2-6)-ból az Ur operátort elhagyjuk):

30



�� �!p (t)� =X
n

Bn (a; b) e
� i
~ (Ep+�E2+n~!)t j�!p i ; (3.2-11-L)

ahol

Ep �
p2

2m
; a � 1

~
�!p � �!� 0 ; b �

�E2
2~!

; (3.2-11a-L)

és

Bn (a; b) �
+1X
l=�1

Jn�2l (a) Jl (b) : (3.2-11b-L)

Bn-t általánosított Bessel-függvénynek nevezzük.
Cirkuláris polarizáció esetén:�� �!p (t)� =X

n

e�
i
~ (Ep+2�E2+n~!)tJn (j&j) ein� j�!p i ; (3.2-12-C)

ahol

& � 2ea0
~mc!

(�!p � �!" ) ; � � arg [&] : (3.2-12a-C)

Az Ur operátor elhagyása a következ�o esetben jogos:

e�!r � �!" F
~!

� eF

mc!

mc

~
r � �

�
r

�C

�
� 1 ; ahol �C �

~
mc

a Compton-hullámhossz (� 3:86 � 10�11 cm). Ha a kölcsönhatás atomi méretekre terjed ki (r � aB �
5 � 10�9 cm), akkor aB�C � 10

2, tehát � � 102 � 1 kell legyen. Optikai frekvenciákon ez azt jelenti, hogy
ha az intenzitás 1013 W

cm2 -nél lényegesen kisebb, akkor az Ur operátor exponense 1-nél sokkal kisebb, s így Ur
megbízhatóan közelíthet�o 1-gyel.
A (3.2-11-L) ill. a (3.2-12-C) kifejtések világosan mutatják, hogy a fénnyel való kölcsönhatás során létrejön

egy ún. optikailag indukált energiaszintszerkezet. A kezdeti Ep energia az AC Stark-energiával eltolódik, s
erre egy egyenköz�u spektrum rakódik rá (lásd a 11. ábrát). Mindenesetre az lényeges, hogy ez a szerkezet nem
valóságos, hanem virtuális szinteket ír le itt. Ugyanis az egyes szintekhez külön-külön hozzárendelt állapotok
nem elégítik ki a megfelel�o Schrödinger-egyenletet. Ezt csak a teljes szuperpozíció teljesíti. Ahhoz hogy az
említett szintek valóságos állapotokká váljanak, egy "harmadik test" jelenléte szükséges.

4. Nemrelativisztikus elektronok többfotonos indukált fékezési sugárzása
Köztudott, hogy a sugárzási tér egyetlen módusával (vagy olyan módusok összességével, amelyek hullámvek-
tora azonos irányú) kölcsönható elektron fotont nem abszorbeálhat ill. emittálhat. Ahhoz, hogy ilyen reális
abszorpciós vagy emissziós folyamatok lejátszódjanak egy harmadik testre van szükség.
E fejezeben a harmadik test szerepét egy az origóban nyugvó végtelen nagy tömeg�u ion (vagy atom,

molekula) játsza, amelynek az atomra gyakorolt hatását a V (r) sztatikus potenciállal jellemezzük. Feltesszük,
hogy e potenciál az alkalmazott intenzív fény hullámhosszánál lényegesen kisebb tértartományban különbözik
jelent�osen zérustól. Például egy árnyékolt ion esetében V (r) = e�r=d

r , ahol d a Debye-hossz, amely rendsz-
erint sokkal kisebb az optikai hullámhosszaknál. Ekkor az elektron szóródását a dipólközelítéssel kapott (3.2-6),
(3.2-7) ill. (3.2-9-C) bázisállapotok segítségével írhatjuk le.
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11. ábra. Optikailag indukált energia-szintszerkezet.

4.1. Integrálegyenlet a lézerfényben szóródó elektron állapotára
Amonokromatikus lineárisan polarizált fény esetében ((3.2-3b), (3.2-6) és (3.2-7) �gyelembevételével) a tekin-
tett szórásfolyamat nem függhet az A2-es tagtól, ugyanis ez csak az id�ováltozótól függ és kiesik a sak a térvál-
tozótól függ�o V potenciálon való szóródás amplitúdójából. Induljunk ki a (3.2-2)-ben megadott Hamilton-
operátorral meghatározott Schrödinger-egyenletb�ol, és térjünk át �!p � �!A -mértékre. E transzformáció után az
elektron állapotfüggvénye a következ�o egyenletet elégíti ki:�

1

2m

��!p + e

c

�!
A
�2
+ V

�
j (t)i = i~@t j (t)i : (4.1-1)

A lézerfénnyel való kölcsönhatást - hasonlóan az el�obbi fejezetben látottakhoz - a (3.2-4a), (3.2-4d) transz-
formációkkal küszöbölhetjük ki. Hasonlóan (3.2-6)-hoz, a (4.1-1) egyenlet megoldását vegyük fel a következ�o
alakban:

j (t)i = Up (t)U2 (t)Up2 (t) j 3 (t)i ; (4.1-2a)

ahol a j 3 (t)i transzformált állapot az alábbi egyenletet elégítik ki:

U�1p2 U
�1
2 U�1p V UpU2Up2 j 3i = i~@t j 3i : (4.1-2b)

A fenti differenciálegyenletb�ol az alábbi integrálegyenlet származtatható
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j 3 (t)i = j 3 (t0)i �
i

~

tZ
t0

d� U�1p2 (�)U
�1
2 (�)U�1p (�)V Up (�)U2 (�)Up2 (�) j 3 (�)i : (4.1-2c)

Az eredeti állapotra (4.1-2a), (4.1-2c) alapján kapjuk:

j (t)i = U� (t) j (t0)i �
i

~
U� (t)

tZ
t0

d� U�1� (�)V j (�)i ; (4.1-3a)

ahol rövidség kedvéért bevezettük az

U� (t) � Up (t)U2 (t)Up2 (t) (4.1-3b)

operátort, amely nem más mint �!p � �!A -mértékbeli Volkov-állapot generátora:�� �!p (t)� = U� (t) j�!p i : (4.1-3c)

A
�� �!p 0 (t)� Volkov-állapotba való szóródás amplitúdója (4.1-3a), (4.1-3c) alapján



 �!p 0 (t) j (t)

�
=


 �!p 0 (t) j (t0)

�
� i

~

tZ
t0

d�


 �!p 0 (�) jV j (�)

�
: (4.1-4)

Ha (4.1-4) jobboldalán j (�)i-t egy kezdeti
�� �!p (�)� Volkov-állapottal közelítjük, akkor az így kapott

átmeneti amplitúdó egzaktul kiszámolható. (A t0 ! �1; t ! +1 határesetben (4.1-4)-ben csak a második
tag ad nemelt�un�o járulékot az els�o taggal a továbbiakban nem foglalkozunk.)

Tfi = �
i

~

+1Z
�1

dt
D
 �!p 0 (t)

���V �c�!r ���� (t)E : (4.1-5)

A fenti formulát el�oször Bunkin és Fjodorov [13] publikálták.

4.2. Nemlineáris indukált fékezési sugárzás
A (4.1-5) átmeneti amplitúdó analóg a szórásszámítás szokásos elméletében fellép�o Born-féle amplitúdóval,
amelyben a kezdeti ill. végállapotok egyszer�uen a szabad részecske impulzus sajátállapotai s nem Volkov-
állapotok. A fenti formulát úgy is megkaphattuk volna hogy az elektron egzakt állapotát kifejtjük Volkov-
állapotok szerint, s a kifejtési együtthatókra kapott egyenletet Born-közelítésben megoldjuk. E módszert s
ennek általánosabb vonatkozásait is a [14], [15] munkákban részletesen tárgyaltuk.
A Volkov-állapotok az el�obbi alfejezetben származtatott konkrét alakját felhasználva az átmeneti amplitúdó

a következ�oképpen írható:

Tfi = �
i

~

1Z
�1

dt exp

�
i

~
p02 � p2
2m

� iz sin!t
�

1

(2�~)3
V (�!q ) ; (4.2-1a)

ahol V (�!q ) a szórópotenciál Fourier-transzformáltja,

V (�!q ) =
Z
d3r V (r) e

i
~
�!q ��!r ; �!q � �!p ��!p 0 ; (4.2-1b)

és bevezettük még a következ�o jelölést:
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z � 1

~
�!q � �!� 0 =

eF

m~!2
�!" � (�!p ��!p 0) : (4.2-1c)

Megjegyezzük még, hogy a Fourier-transzformált fellépése abból következik, hogy V mátrixelemét az im-
pulzus sajátállapotok koordinátareprezentációbeli alakját használtuk:

h�!r j�!p i = 1

(2�~)
3
2

e
i
~
�!p ��!r : (4.2-1d)

A (3.2-10) Jacobi-Anger-formula segítségével (4.2-1a)-ban a szinusz exponenciális kifejezését Fourier-
sorba fejthetjük, s ez után az id�o szerinti integrálás egyszer�uen elvégezhet�o. Az eredmény parciális amplitúdók
inkoherens szuperpozíciója lesz:

Tfi =
X
n

T
(n)
fi ; T

(n)
fi = �2�i� (E0 � E � n~!) t(n)fi (4.2-2a)

t
(n)
fi �

1

(2�~)3
Jn (z)V (

�!q ) : (4.2-2b)

(4.2-2a)-ban E = p2

2m és E0 = p02

2m az elektron kezdeti ill. végs�o energiája. A Dirac-delták a különböz�o rend�u
fotonabszorpciókra (n > 0) és emissziókra (n < 0) vonatkozó energiamérleget adják,

E0 = E + n~! ; n = 0;�1;�2; : : : : (4.2-2c)

Az átmeneti amplitúdók ismeretében az n-edrend�u folyamatok differenciális hatáskeresztmetszetei a szoká-
sos módon számolhatók (meghatározzuk az id�oegységre es�o átmeneti valószín�uségeket, majd a végállapotok im-
pulzusai szerint ezeket kiintegráljuk s a kapott eredményt elosztjuk a bejöv�o részecskeáram abszolút értékével).

d�n
d


=
p0

p
J2n (z)

d�B
d


;
d�B
d


=
� m

2�~2
�2
jV (�!q )j2 : (4.2-3)

A fenti képletben d�B
d
 a �!p ! �!p 0 szórás Born-féle differenciális hatáskeresztmetszete. Megjegyezzük,

hogy cirkuláris polarizáció esetében (lásd a (3.2-8a-C,3.2-8b-C) és a (3.2-9-C,3.2-9a-C) képleteket) a (4.2-3)
formulával teljesen azonos alakú eredményt kapunk, a különbség csupán a z paraméter jelentésében van.

z ! z � 2ea0
mc~!

j�!" � �!q j = eF

m~!2

q
(�!" 1 � �!q )2 + (�!" 2 � �!q )2 : (4.2-3a-C)

Bebizonyítható [16], hogy alacsonyfrekvenciás közelítésben (~! � E) a Born-közelítésnél lényegesen
pontosabb eredmény is származtatható, amely szintén (4.2-3) szerkezet�u.

d�n
d


=
p0

p
J2n (z)

d�el
d


; (4.2-4)

ahol d�eld
 a lézerfény jelentéte nélkül végbemen�o folyamat teljes rugalmas szórási hatáskeresztmetszete. Az
utóbbi formulát Kroll-Watson-formulának nevezzük.
Kis intenzitások esetén (z � 0) d�nd
 � �n;0

d�B
d
 , ugyanis Jn (0) = �n;0. A második fejezetben láttuk,

hgoy az intenzív Thomson-szórás hatáskeresztmetszere �Th � r20 � 10�25 cm2 nagyságrend�u, ugyanakkor

(4.2-4) szerint egy Z töltés�u ion esetében �el � 109
�
r0Z

1
3

�2
nagyságrend�u lehet, tehát �el � 109�Th. Ezek

alapján nem véletlen, hogy a többfotonos szabad-szabad átmenetek els�o kísérleti kimutatása indukált fékezési
sugárzás esetén sikerült [17]. Itt 11 eV -os elektronok Argon atomokon valónagyszög�u szóródását vizsgálták.
A kölcsönhatási tartomány 200 �s-os kihagyásokkal 2 �s id�otartamokra 109 W

cm2 intenzitású CO2-lézerrel
világították meg és elektronspektrométerrel analizálták a szórt elektronok energiaspektrumát. Azt találták, hogy
a lézerfény hatására az E0 = E + n~! energiaértéknél az eloszlási görbén lokális maximumok jelennek meg.
Ezek a maximumok az egy, két stb. számú fotont abszorbeált elektronoktól erednek. A Bessel-függvények
elméletéb�ol ismert, hogy
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+1X
n=�1

J2n (z) = 1 (4.2-5)

ezt összegszabálynak nevezzük. Ha a végimpulzus n-függését�ol eltekintünk, akkor az összegszabály a következ�o-
képpen írható: X

n

d�n
d

� d�el

d

: (4.2-6)

Az új kísérletek [18] szerint kisszög�u szórás esetében a Kroll-Watson-formula egyáltalán nem alkalmazható,
több nagyságrenddel kisebb eredményt ad mint a mérések. A 12. ábrán pl. a [18]-ban publikált kísérleteknél
alkalmazott geometriai elrendezést vázoltuk. Az említett kísérletekben azért használtak nemesgáz-atomokat és
széndioxid-lézert, mert az el�obbiek els�o gerjesztettségi szintjének az alapállapoti energiánál sokkal messzebb
van, mint az alkalmazott lézer foton-energiája (amely kb. 0:117 eV ). Ez azért lényeges, mert így a target
atomok gerjeszt�odése nem játszat szerepet a szórásfolyamatban, s a szórópotenciált valóban egy adott rövid-
hatótávolságú sztatikus potenciálnak vehetjük, amelyre a számolások vonatkoznak. Általában kijelenthetjük,
hogy a nagyszög�u szórásra vonatkozó kísérleti eredményeket a fentebb említett Kroll-Watson-formula kielégít�o
pontossággal leírja. Példaképpen egy tipikus elektronspektrumot ábrázoltunk a 13. ábrán, amely a már em-
lített Weingartshofer-féle kísérletek paramétereinek felhasználásával készült a Kroll-Watson-formula alapján.
Az egyezés igen jó, ezért csak az elméleti elektronenergia-eloszlást közöljük. A kisszög�u szórásra vonatkozó
újabb eredmények [18], amint már említettük, nem magyarázhatók a fenti egyszer�u Kroll-Watson-formulával.
Úgy t�unik, hgoy egészen más (nem feltétlenül egyrészecskés modelleken alapuló) képet kell �gyelembevenni
a szórás pontosabb (kielégít�o) leírásához. Erre egy ígéretes kísérletnek t�unik a [19]-es referenciában közölt
publikációnk.

12. ábra. A lézerfény jelenlétében atomokon szóródó elektronokkal kapcsolatos kísérletekben szokásosan
használt geometriai elrendezés. Az általában nemesgáz (az ábrán hélium) atomokból álló atomsugárra
mer�oleges a bejöv�o elektronnyaláb. Mindkettejükre mer�oleges a bejöv�o lézerfény (esetünkben CO2-lézer) hul-
lámvektora, s a sugárzás - az ábra jelöléseit használva - a z-irányban polarizált. Ezt tehát úgy állítják be, hogy
a bejöv�o elektronok impulzusával párhuzamos legyen: pk". A Bessel-függvény argumentumának nagyságát
ugyanis a p � " szorzat lényegesen befolyásolja.
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5. Többfotonos ionizáció
E fejezetben származtatjuk a Keldis-féle amplitúdót. A Keldis-féle közelítés egy jül áttekinthet�o sémát biztosít
a min�oségileg különböz�o nemlineáris folyamatok osztályozásához. Az el�oz�o fejezetben látott integrálegyenlet
itt is alkalmazható, mindössze a peremfeltételeket kell megváltoztatni.

5.1. A Keldis-féle átmeneti amplitúdó
A Keldis-féle amplitúdót tulajdonképpen már az el�oz�o fejezetben felírtuk. A (4.1-4) egyenletben végál-
lapotként egy Volkov-állapotot jelöltünk meg:

Tfi = �
i

~

1Z
�1

dt
D
 �!p (t)

���V �c�!r ���� (t)E : (5.1-1)

Itt persze az egzakt állapotot nem tudjuk, mindössze azt tételezzük fel, hogy a végállapot egy Volkov-
állapot. Ez is természetes közelítés, hiszen pl. egy H-atom ionizációjakor a maradék proton Coulomb-tere egy
hosszúhatótávolságú vonzó potenciállal reprezentálható, tehát a kiszabadult elektron síkhullámmal való leírása
meglehet�osen durva közelítésnek t�unik. Az (5.1-1) amplitúdó matematikailag egzakt, nem tartalmaz közelítést,
�zikailag viszont az el�obb említett egyszer�usítésen alapul. A szórásnak megfelel�o peremfeltétel a kezdeti és
végállapotra aszimptotikusan szabad állapotot jelöl meg (végülis a Volkov-állapot egy modulált szabad elektron
síkhullám), viszont az ionizáció esetében a kezd�oállapot kötött állapot. A Keldis-féle közelítés abban áll, hogy
az (5.1-1) amplitúdóban az egzakt j (t)i állapotot az atom perturbálatlan alapállapotával közelítjük, azaz

j (t)i � j gi exp
�
+
i

~
jEgj t

�
(5.1-2)

Így a fenti amplitúdó analitikusan kiszámítható.
Világos, hogy a többfotonos ionizáció akkor lényeges, ha az A = jEgj ionizációs energia nagyobb a h�

fotonenergiánál. Ahhoz, hogy e magasabbrend�u folyamatok számottev�o valószín�uséggel végbemehessenek
kell�oen nagy lézerintenzitás szükséges. A Keldis-féle amplitúdó [18], [19] - lévén, egyrészt a fénnyel való
kölcsönhatás szempontjából nemperturbatív, másrészt analitikusan kiszámítható - hatásos módszert biztosít a
nemlineáris ionizáció f�obb sajátosságainak szisztematikus elemzéséhez. Ez azért is helent�os, mert a kötött
elektronok intenzív lézerfénnyel való kölcsönhatásának elméleti leírása általában igen kemény problémát jelent.
Ennek az az oka, hogy az elektron Schrödinger-egyenlete nem oldható meg egzaktul ha az elektron a köt�o
potenciál és (az id�ot�ol függ�o) lézertér egyidej�u hatása alatt mozog. Vegyük el�oszöris a legalapvet�obb példát: a
hidrogén atomban kötött elektron monokromatikus fénnyel való kölcsönhatását. A nemrelativisztikus leírás és
a dipólközelítés még igen nagy intenzitásoknál is elfogadható, s így az ide vonatkozó Schrödinger-egyenlet a
következ�o alakot ölti (feltesszük, hogy a lézerfény x-irányba lineárisan polarizált):�

p2

2m
� e2

j�!r j + exF sin!t
�
	(�!r ; t) = i~

@	(�!r ; t)
@t

; (5.1-3)

ahol �!p = �i~�!r , és j�!r j =
p
x2 + y2 + z2, amint az jól ismert. Bár (5.1-3) a spektroszkópia legelemibb

(realisztikus) problémájának matematikai megfogalmazása, lévén egy nemszeparálható négyváltozós parciális
differenciál-egyenlet, egzakt megoldására csekély reményünk lehet. A közvetlen numerikus integráláshoz szu-
percomputerekre (a CRAY különböz�o verziói pl.) van szükség [20]. Az ezekkel kapott eredményekhez azonban
többnyire elég nehéz a megfelel�o �zikai interpretációt megtalálni.
Éppen ezért bármilyen (közelít�o) analitikus eredmény, amely az I � F 2 intenzitás valamely tartományában

a kísérletekkel összhangban álló leírást ad, nagy fontossággal bír. Egy ilyen analitikus módszer a Keldis-féle
közelítés, amelyet szerz�oje már a hatvanas évek közepén publikált, azonban valósi jelent�oségét csak a ny-
olcvanas években ismerték fel széleskör�uen. Alább - néhány, a szokásos Dirac-féle perturbációszámítással
kapcsolatos megjegyzés után - a Keldis-módszer f�obb eredményeit ismertetjük.
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Ha az atom A ionizációs energiája (vagy valamely fém esetében a kilépési munka) nagyobb, mint a fo-
tonenergia, akkor, természetesen, az ionizációhoz egynél több foton egyidej�u abszorpciója szükséges. A szoká-
sos perturbációszámítás szerint ekkor a fénnyel való kölcsönhatást kell�oen magas rendig �gyelembe kell venni,
különben az ionizáció kinematikailag tiltott, valószín�uségére zérus adódik. A folyamat végbemenetelének kine-
matikai feltétele:

n~! = A+ Ek ; (5.1-4)

ahol Ek a távozó elektron kinetikus energiája. Mivel az n-edrend�u folyamat mátrixeleme Fn-el arányos, ezért
az átmeneti valószín�uségek az intenzitás n-edig hatványával lesznek arányosak: wn � In. Másképpen:

@ logwn
@ log I

= n : (5.1-5)

A perturbációs sorban az els�o el nem t�un�o tag a domináns, ezért a teljes valószín�uség wn � In0 , ahol n0 ��
A
~! + 1

�
. Az (5.1-5) egyenlet általá kifejezett ún. "n-edik hatvány szabály" a perturbációszámítás vegülis

triviális következménye. Felvet�odik a kérdés, hogy vajon milyen függést kapunk az intenzitás olyan nagy
értékeinél amelyekrea perturbációs sor egymást követ�o tagjai már összemérhet�oek? Létezik-e egy olyan határ
(tartomány) amelyen túl a perturbációszámítás cs�odöt mond?Mint bebizonyosodott ilyen határ valóban létezik.
Ezt kísérletileg el�oször a hetvenes évek közepén mutatták ki [21] a fémek felületi többfotonos fotoeffektusa
tanulmányozásakor. Az eredményt a 13. ábrán mutatjuk be vázlatosan. A perturbációszámítástól való eltérés a
Keldis-féle elmélet alapján analitikusan is leírható (lásd a köv. részt).

13. ábra. A nemlineáris fotoáram intenzitásfüggése (vázlatos). Az (5.1-5) perturbatív eredmény szerint a függést
egy n iránytangens�u egyenes ábrázolja, ezt a szaggatott vonallal jelöltük. A mérési eredmény [21] szerint ez
az iránytangens kell�oen nagy intenzitásoknál folyamatosan csökken. Ez a csökkenés az optikai tunnelizáció
fellépésének következménye.

5.2. A Keldis-féle közelítés, sokfotonos ionizáció, optikai tunnelionizáció

Ha (5.1-1)-ben az (5.1-2) közelítést valamint a�!p ��!A -mértékbeli Volkov-állapot (3.2-11-L)-beli konkrét alakját
�gyelembevesszük, akkor az ionizáció átmeneti amplitúdójára a következ�o formula adódik:
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Tfi = �
i

~

1Z
�1

dt
D
 �!p (t)

���V �c�!r ���� gE exp �+ i~At
�
= (5.2-1a)

= �2�i
X
n

T
(n)
fi � (E +�E2 � n~! +A)

ahol

T
(n)
fi � Bn

�
��cpnx

~!
;
�E2
2~!

�
h�!p n jV j gi (5.2-1b)

(A fenti formulák származtatásakor feltételeztük, hogy a lézerfény x-irányban lineárisan polarizált.)
Az (5.2-1a) képletben a Dirac-delták a különböz�o többfotonos csatornák energiamérlegét adják, nevezete-

sen:

E = n~! � (A+�E2) =
p2n
2m
� 0 ; (5.2-1c)

vagyis pn-nek valósnak kell lennie (egyébként az elektron nem terjedhet szabadon).
Az n0 küszöbindexet amelyt�ol kezdve az (5.2-1c) egyenlet teljesül, az ionizációhoz szükséges fotonok

minimális számának (vagy egyszer�uen minimális fotonszámnak) nevezzük. Ha �E2 � ~!, akkor Bn-ek
közelíthet�ok a Bessel-függvényekkel, s így az m-edik ionizációs csatornába jutó id�oegységre es�o átmeneti
valószín�uség:

wn � J2n
�
�
cpnx
~!

� ���D�!p n ���V �c�!r ���� gE���2 � (: : :) (5.2-2)

Kis intenzitásoknál Jn (z) � (z=2)n

n! következtében wn � In, ami éppen a perturbatív eredmény. (5.2-
1c) szerint az n > n0 csatornák is nyitottak, s magasabb intenzitásoknál el�ofordulhat, hogy az n0 + s rend�u
járulékok nem elhanyagolhatóak. Mivel ekkor az ionizációs küszöbhöz szükségesnél nagyobb az egyidej�uleg
abszorbeált fotonok száma, a jelenséget "küszöb fölötti", vagy más szóval "extra fotonos" ionizációnak
nevezzük. Az (5.2-1c) kinematikai egyenletb�ol is következik, hogy a fénnyel való kölcsönhatás miatt a kilépési
munka a ponderomotoros potenciális energiával megnövekszik, ugyanis az elektron energiája átlagértékének
ez utóbbi az alsó határa. Úgy is fogalmazhatunk, hogy az effektív kilépési munka A + �E2, amely persze az
intenzitásnak megfelel�oen az n0 küszöbindex (a "minimális fotonszám") is az intenzitással növekszik. Végülis
a küszöb fölötti csúcsok elt�unnek, és a spektrum egyre nagyobb és nagyobb n értékek felé tolódik el. Ez az ún.
"csúcselnyomás" (angolul "peak supression") jelensége. Ezt az 14. ábra szemlélteti.
Az elektron végs�o impulzusára kiintegrálva megkapjuk a teljes ionizációs valószín�uséget:

w =
1X

n=n0

Z
d3p � (�!p )wn (5.2-3)

ahol � (�!p ) a végállapotok s�ur�usége (Dira-deltára való normálás esetén: 1
h3 ). Keldis egy kváziklasszikus mód-

szer segítségével a w valószín�uségre egy zárt közelít�o formulát származtatott:

w / exp
�
�2A
~!

f (
)

�
; (5.2-4a)

ahol

f (
) �
�
1 +

1

2
2

�
arsh
 �

p
1 + 
2

2

: (5.2-4b)

A 
 paraméter, amelyet a fenti egyenletekben használunk, a híres Keldis-féle 
, amelyet alább de�niálunk.
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14. ábra. A "csúcselnyomás" jelensége a küszöb fölötti többfotonos ionizáció során. Az atom kötelékéb�ol
kiszabadult elektron energiaspektruma diszkrét, h� távolságú csúcsokból áll. Az (5.2-1c) kinematikai egyenlet-
b�ol következik, hogy �E2 növekedésével (egyre nagyobb intenzitásoknál) a közvetlenül a küszöb fölött lév�o
csúcsok elt�unnek, s a spektrum egyre nagyobb n-értékek felé tolódik.

A Keldis paraméter de�níciója a következ�o:


 � !
p
2mA

eF
: (5.2-4c)

Az f (
) függvény az alábbi két �zikailag jól elkülöníthat�o határesetben a következ�o aszimptotikus alakot
veszi fel:

f (
) � 2

3
; (
 � 1) (5.2-4d)

f (
) � log 2
 � 1
2
; (
 � 1) : (5.2-4e)

Az (5.2-4a) formulából a w valószín�uségre a fenti határesetekben két, funkcionálisan igen különböz�o alak
adódik.
Ha 
 � 1, akkor

w / exp
 
�4
3

p
2mA3

~eF

!
; (5.2-5)

(
 � 1 : optikai tunnelezés)

Ha 
 � 1, akkor

w /
�
�2
�
mc2

8A

�� A
~!

; (5.2-6)

(
 � 1 : többfotonos ionizáció)

ez utóbbi esetben, mivel A~! = n0 és �2 � I , végülis a perturbatív eredményt kaptuk vissz, vagyis w � In0 . Az
(5.2-5) formula emlékeztet a sztatikus elektromos terek által kiváltott tunnelionizáció valószín�uségére. Ezért
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mondjuk, hgoy ha a Keldis paraméter kell�oen kicsiny, akkor az elektron egy optikai perióds alatt kitunnelezhet
a lézertér által letört atomi potenciálfalon. Ehhez a következ�o kép kapcsolható. A lézer fény F (t) = F sin!t
elektromos terében az elektron potenciális energiája V (x; t) = exF sin!t (lineáris polarizációt tételezünk fel).
Ez egy egyenessel ábárzolható, amely két széls�o irány között periodikusan oszcillál (lásd a 15. ábrát).

15. ábra. A Keldis-féle paraméter magyarázatához.

Jelöljük az ionizációs energiát (kilépési munkát)A-val, és rendeljük ehhez azA = 1
2mv

2 képlet segítségével

a v =
q

2A
m sebességet. A barrierb�ol való kilépés helye (a barriernek az adott energián vett vastagsága) az

eFx0 = A egyenl�oség alapján x0 = A
eF . Így a tunnelezési id�ore a � =

x0
v =

p
mA=2

eF értéket kapjuk. A
Keldis-féle dimenziótlan 
 paramétert úgy kapjuk, hogy a most kiszámolt tunnelezési id�ot megszorozzuk a fény
körfrekvenciájának kétszeresével:


 = 2!� =
!
p
2mA

eF
: (5.2-7)

Ezt még a következ�o alakokra is hozhatjuk:


 =

�
A

�E2

� 1
2

=
2

�

�
A

2mc2

� 1
2

; (5.2-7a)

ahol � és �E2 a már korábban bevezetett intenzitásparaméter illetve ponderomotoros energiaeltolódás.
Ha 
 � �

T � 1 (vagyis a tunnelezési id�o a T optikai periódusid�onél sokkal kisebb), akkor az elektron
optikai tunneleffektussal kiszabadulhat a kötésb�ol. Erre akkor van számottev�o esély, ha ! kell�oen kicsiny
és/vagy F (azaz az intenzitás) kell�oen nagy.

6. Magasrend�u felharmonikusok keltése intenzív lézer fényben
Amint azt már a második fejezetben láttuk, ha a szabad elektront kell�oen intenzív fénnyel világítjuk meg,
akkor az ez által kiváltott nagy amplitúdójú oszcilláci miatt az elektron által kisugárzott fény spektrumában
az alapharmoniku mellett a magasabbrend�u felharmonikusok is számottev�o er�osség�uek lehetnek. E jelensének
megvan az analogonja a kötött illetve ütközésben résztvev�o elektronokra is. Az alábbiakban e két folyamat f�obb
sajátosságait foglaljuk össze.
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(a) (b)

16. ábra. A baloldali ábra a Keldis-féle 
 paraméter intenzitástól való függését mutatja logaritmikus skálán
A = 16eV és ~! = 0:1eV esetében. Ez argon atomok CO2 lézerrel történ�o ionizációjának felel meg. A job-
boldali ábra az ionizáció relatív valószín�uségét mutatja a bejöv�o intenzitás függvényeként. A Keldis-paraméter
körülbelül 1012 W

cm2 intenzitásnál veszi fel az egységnyi értéket, s ezután a perturbatív viselkedés (n0 konstans
meredekség log-log skálán) fokozatosan átmegy a tunnelionizációra jellemz�o exponenciális függésbe.

6.1. Magasrend�u felharmonikusok keltése kötött elektronon
Ha pl. egy atomban kötött elektront fény éri, elektromos dipólmomantum indukálódik, s szórja a bees�o fényt.
Nagyintenzitású lézerfény esetében a kölcsönhatás nemlineáris jellege következtében a magasabb felharmoniku-
sok is megjelennek. A perturbatív tartományban (
 � 1) a felharmonikusok intenzitása n-nel monoton és
gyorsan csökken, míg a nemperturbatív tartományban (
 � 1) a spektrális komponensek csak egy valami-
lyen N számú vonalat tartalmazó plateau után csökkennek számottev�oen [20]. Ezt az általános viselkedést
a 17. ábrán szemléltettük. Mivel e folyamat leírása sem lehetséges egzaktul csak numerikusan, ezért itt egy
meglehet�osen durva ugyanakkor analitikusan kézbentartható közelítést mutatunk be, melynek segítségével a
harmonikus spektrum legalábbis kvalitatíve leírható. Mindössze az a célunk, hogy egy egyszer�u képet ad-
junk a felharmonikusok keletkezési mechanizmusáról a klasszikus elektrodinamika alapján. A módszer kvan-
tummechanikai általánosítását is elvégeztük [22], erre itt nem térünk ki, ugyanis (legalábbis nem túl extrém
körülményekre alkalmazva) a klasszikus eredményekhez közeli eredményekre vezet.
Tekintsük a V (�!r ) köt�o potenciáltérben és az "F sin!t lézertérben mozgó elektron Newton-egyenletét.

m ��!r = �eF�!" sin!t��!rV : (6.1-1)

Ha a V potenciál járulékától eltekintünk, akkor a fenti egyenlet a már korábban tárgyalt (2.1-2b) egyenlettel
analóg, melynek megoldása egyszer�u integrálással azonnal megkapható:

�!� (t) = �0
�!" sin!t ; �0 = �

c

!
= �

�

2�
; (6.1-2)

ahol �0 a szabad elektron fénybeli oszcillációjának amplitúdója. Ebb�ol világos, hogy

m
d2

dt2
(�!r (t) +�!� (t)) = ��!rV ;

ugyanis �!� (t) a ��!rV er�o jelenléte nélkül érvényes megoldás. Vezessük be most a �!� = �!r + �!� változót.
Ekkor
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17. ábra. Az atomi elektronokon keltett magasrend�u felharmonikusok intenzitás eloszlásának vázlata.

m
d2
�!
�

dt2
= ��!rV

��!
� ��!�

�
: (6.1-3)

Mivel �!� (t) a (6.1-2) szerint az id�o periodikus függvénye, ezért V
��!
� ��!� (t)

�
Fourier-sorba fejthet�o:

V
��!
� ��!� (t)

�
=
X
n

Vn

��!
�
�
e�in!t : (6.1-4a)

�!
� -t hasonlóképpen sorbafejtve:

�!
� =

X
n

�!
� n ; (6.1-4b)

és a fenti egyenleteket felhasználása után (6.1-3)-ban az azonos index�u tagokat egyenl�ové téve
�!
� komponen-

seire a következ�o közelít�o differenciál-egyenletek adódnak:

d2
�!
� n
dt2

= ��!rV
��!
�
�
e�in!t : (6.1-5)

Ha
�!
� lassan változik, akkor (6.1-5) szerint a gyorsuláskomponensek az n! felharmonikus frekvenciákkal

oszcillálnak. (6.1-5)-öt egy kis térfogatban lokalizált töltéseloszlásra átlagolva megkapjuk a gyorsuláskompo-
nensek átlagát. A jól ismert Larmor-formula szerint [23] a szórt sugárzás n! frekvenciájú és �!" polarizációjú
komponensének egységnyi térszögbe jutó teljesítménye:

dPn
d


=
e2

8�c3

������!" �
*
d2
�!
� n
dt2

+�����
2

=
e2

8�n2c3

����!" � D�!rVnE���2 : (6.1-6)

Megjegyezzük, hogy a kvantummechanikai eredmény [22] teljesen hasonló alakú. A különbség persze az
átlagképzésben van. Egy f (�) klasszikus töltéseloszlásra:D�!rVnE = Z d3� f

��!
�
��!rVn ��!� � ;

ugyanakkor egy kvantummechanikai eloszlásra:D�!rVnE = D g ����!r bVn��� gE ;
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ahol  g az atomi elektron alapállapota. Belátható, hogy ha V (�!r ) centrálisan szimmetrikus (azaz V (�!r ) =
V (r)) akkor gradVn (�!r ) paritása ellenkez�o n paritásával. Következésképpen - mivel a  g (�!r ) alapállapot
páros függvény - a harmonikusok spektrumában csak a páratlan n = 2k + 1 rend�u felharmonikusok fognak
szerepelni. Ezt az elméleti észrevételt a vonatkozó kísérleti eredmények egyértelm�uen igazolják. Ha a rendszer
nem centrálisan szimmetrikus (ez a helyzet a következ�o alfejezetben tárgyalt esetben is), akkor ilyen kiválasztási
szabály nem érvényes, és mindegyik felharmonikus gerjeszt�odik.

6.2. Magasrend�u felharmonikusok keltése ütközéskor
Ha egy elektron lézerfény jelenlétében egy sztatikus potenciálon szóródik, akkor - amint azt a 4. fejezetben
láttuk - a szórás rugalmatlan, s a szórt elektron energiaspektrumában oldalsávok jelennek meg, amelyek n léz-
erfoton abszorpciójának ill. emissziójának felelnek meg. Ebb�ol sejthet�o már, hogy, mivel az elektron hullám-
függvénye exp (�in!t) id�ofügg�o modulációs faktorokat tartalmaz, ezért a töltéss�ur�uség ill. az árams�ur�uség
az összes felharmonikus frekvenciájával oszcillál. Következésképpen ilyen típusú ütközésekkor is felhar-
monikuskeltésre lehet számítani. Valószín�uleg a legegyszer�ubb modell amellyel ez a jelenség leírható az elek-
tron egydimenziós szóródása egy potenciálfalon lézerfény jelenlétében. Ha a fémbeli elektronok Sommerfeld-
féle leírására gondolunk, akkor az alábbi tanulmányozandó modellhez egy konkrét �zikai problémát is rendel-
hetünk [24], [25].
Az egyszer�uség kedvéért tegyük fel, hogy egy áthatolhatatlan potenciál fal helyezkedik el az (x; y) síkban

úgy, hogy V (z) = 0, ha z < 0, és V (z) = 1, ha z > 0. Az elektron (a �z irányból) balról érkezik,
és re�ektálódik a falon a z = 0 helyen. Feltesszük még, hogy egyidej�uleg kölcsönhat a z-polarizációjú léz-
erfénnyel, amelyet az A (t) = cF

! "z cos!t vektorpotenciállal reprezentálunk. A szórás leírásához elegend�o
a következ�o egyszer�usített Gordon-Volkov-állapotokat használni (lásd a 3.2 fejezetet), ugyanis a szórási am-
plitúdókat meghatározó (alább felírandó) peremfeltételb�ol mind a mértékfaktor mind az A2-es tag járuléka
kiesik. Mivel az elektron terjedési tartományában a potenciál zérus, ezért a fundamentális megoldásokat a
3.2 fejezet alapján az egyszer�usített Gordon-Volkov-állapotok adják (az x és y irányú mozgás triviális, ezért a
továbbiakban csak a z-irányú mozgással foglalkozunk):

 p = exp

�
� i
~
(Et� p (z � � sin!t))

�
; (6.2-1)

ahol E = p2

2m , � =
mc
! , � =

eF
mc! . Bár (6.2-1) megoldása a megfelel�o Schrödinger-egyenletnek, de a z = 0

helyen nem azonos zérus, azaz nem elégíti ki az el�oírandó következ�o peremfeltételt.
Minden id�opontban teljesülnie kell, hogy

 (z = �0; t) = 0 : (6.2-2)

A fenti egyenlet csak a (6.2-1) megoldások szuperpozíciójával elégíthet�o ki. Vegyük fel tehát a teljes
megoldást a fenti megoldások következ�o (különböz�o energiákhoz tartozó) szuperpozíciójaként:

 (z; t) =  (+)p0 �
+1X

n=�1
Rn 

(�)
pn ; (6.2-3)

ahol

 (+)p0 = exp

�
� i
~
(E0t� p0z)

�
exp [�ia0 sin!t] ; (6.2-3a)

 (�)pn = exp

�
� i
~
(E0 + n~!) t+

i

~
pnz

�
exp [ian sin!t] ; (6.2-3b)

pn =
p
2m (E0 + n~!) ; an =

pn�

~
: (6.2-3c)
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A (+) fels�o index�u állapot reprezentálja az E0 energiával és p0 impulzussal bejöv�o elektront, míg a (�)
fels�o index�u állapotok a re�ektált komponensek E0 + n~! energiával és (az E = p2

2m ; p = +
p
2mE tömeghéj

relációnak megfelel�oen) �pn impulzussal. Ha E0 + n~! < 0, akkor pn tiszta imaginárius (pn = +i jpnj),
és ezek a komponensek a többfotonos szóródás szempontjából zárt csatornákhoz tartoznak, mindenesetre a
felharmonikuskeltéshez lényegesen hozzájárulnak. Világos, hogy létezik egy olyan n0 küszöbindex, amelyre
a megfelel�o impulzus még valós (tehát szabad terjedést ír le), de az (n0 � 1)-hez már imaginárius érték tar-
tozik. Így, ha n < n0, akkor evaneszcens (esetünkben a �1 irányba exponenciálisan csökken�o) kompo-
nenseket kapunk. A (6.2-3)-ban szerepl�o Rn ismeretlen re�exiós koef�cienseket a (6.2-2) illesztési egyenletb�ol
határozhatjuk meg, s ezzel megkaphatjuk a probléma egzakt megoldását. A (6.2-3) formula jobboldalán álló
tagokat a Jacobi-Anger-formula (lásd a (3.2-10) képletet) segítségével Fourier-sorba fejthetjük, s ha el�oírjuk,
hogy minden Fourier-együttható zérus legyen, akkor természetesen a szükséges (6.2-2) peremfeltétel minden
id�opontra teljesül. Végeredményben az ismeretlen Rn re�exiós koef�ciensekre a következ�o végtelen lineáris
algebrai egyenletrendszert kapjuk (ahol Jn közönséges els�ofajú Bessel-függvény):

Jn (an + a0) =
+1X

k=�1
Jn�k (an � ak)Rk : (6.2-4)

Ez az egyenlet teljes általánosságban csak numerikusan oldható meg pontosan. Ha h! � E0, akkor az an
mennyiségek n-t�ol való függését�ol eltekinthetünk, s így a jobboldalon szerepl�o magmátrix Kronecker-deltával
közelíthet�o, Jn�k (0) = �n;k és így Rk � Jk (2a). Könnyen belátható, hogy ebb�ol a közelítésb�ol a (4.2-4)
Kroll-Watson-féle formula származtatható visszaszórás esetére. A visszaszórt többfotonos áramok és a bejöv�o
áram hányadosát normált áramkomponenseknek nevezzük:

j (n) � pn
p0
jRnj2 ; (6.2-5a)

ezek a valószín�uségek megmaradása miatt a következ�o összegszabályt elégítik ki (terjedés csak n > n0 index�u
csatornákban történik):

1X
n=n0

j (n) = 1 : (6.2-5b)

A fenti összegszabály a (6.2-4) egyenlet numerikus megoldásai pontosságának ellen�orzésére is használható.
A módszer részleteit [25]-ben foglaltuk össze.
A harmonikuskeltés amplitúdójának kiszámításához (�!r � �!E -mértékben) a következ�o mátrixelemet kell

kiszámolni: D
1�!
k 0;�!" 0

���D ����e�!r � �!E���� E��� 0�!
k 0;�!" 0

E
;

ahol E a kvantált (spontán megjelen�o) tér elektromos térer�osségvektora (ezt az els�o fejezet (1.1-7) képletében
tetsz�oleges módusfüggvényekre már felírtuk), és �!" 0 ill. �!k 0 a megjelen�o felharmonikus polarizáció egységvek-
tora ill. hullámszámvektora. Végülis az emisszióért felel�os effektív kölcsönhatási tag (síkhullámmódust véve
dipólközelítésben):

:ie

�
2�~!0

L3

� 1
2

(�!" 0 � �!r 0) ei!
0t : (6.2-6)

Tehát az átmeneti mátrixelem kiszámításának egyetlen nemtriviális lépése a h j�!" 0 � �!r j i = "0z h jzj i
várható érték kiszámítása. E várhatóérték tulajdonképpen az e�!r dipólmomentum várhatóértéke, ennek Fourier-
komponensei határozzák meg a felharmonikusok amplitúdóját.
A  állapot ismeretében a h jzj i várhatóérték, s ennek Fourier-komponensei egzaktul meghatározhatók:

h jzj i = hzi (t) =
+1X

n=�1
zne

�in!t : (6.2-7)
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 (6.2-3) alakját �gyelembevéve a zn mennyiségekre (n > 1 esetben) kapjuk:

zn =
~2

L

8>>><>>>:
�2Re

"
+1P

k=�1

Jn�k(a0�ak)Rk

(pk+p0)
2

#
+

+1P
k 6=l=�1

Jn+k�l(a
�
k�al)R

�
kRl

(p�k+p0)
2 +

n0�1P
k=�1

Jn(�2ak)(jRkj)2
4p2k

9>>>=>>>; (6.2-8)

A fenti egyenlet származtatásakor felhasználtuk, hogy

0Z
�1

dz exp (ikz) = �� (k)� iP
�
1

k

�
;

ahol P f�oértéke jelöl. Ha az Rn koef�ciensek ismertek, akkor zn pontosan meghatározható. Bevezetve a
zn � Lk20zn dimenziótlan mennyiségeket, ahol k0 =

p0
h , az egységnyi id�ore és egységnyi térszögre vett

valószín�uség az alábbi formulával adható meg:

@2Pn
@t@


= ("0z)
2 e2

~c
!3

2�c3
�
Lk20

��2
n3 jznj2 : (6.2-9)

A felharmonikusok eloszlásának n-függését végülis a

w (n) � n3 jznj2 ; n = 2; 3; 4; : : : (6.2-10)

mennyiségek határozzák meg. A 18. ábrán a log wnw2 eloszlást látjuk 5 � 10
11 W

cm2 intenzitás esetén Nd-YAG
lézerrel való kölcsönhatásra.

18. ábra. A felharmonikusok relatív spektruma a szövegben említett paraméterek esetében.

7. Nemrelativisztikus elektron kölcsönhatása kvantált sugárzási térrel
A jelen fejezet els�o részében meghatározzuk az "elektron + kvantált elektromágneses sugárzási módus" rend-
szer Schrödinger-egyenletének megoldásait. A második részben kiszámoljuk a kvantált sugárzás jelenlétében
valamelyik sztatikus potenciálon történ�o elektronszóródás differenciális hatáskeresztmetszetét. A kapott ered-
ményt összevetjük a fentebb már levezetett szemiklasszikus eredménnyel.
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7.1. A "nemrelativisztikus szabad elektron + kvantált módus" rendszer állapotai
Az "elektron + kvantál e.m. módus" rendszer Hamilton-operátora nemrelativisztikus esetben:

H =
1

2m

��!p � e

c

�!
A
�2
+Hf ; (7.1-1)

amely természetes módon három részre bontható

H = He +Hef +Hf ; (7.1-1a)

ahol

He =
p2

2m
; Hf = ~!

�
a+a+

1

2

�
; és Hef = �

e

mc
�!p � �!A + e2

2mc2
A2 : (7.1-1b)

He és Hf az elektron ill. a tekintett ! körfrekvenciájú e.m. múdus energiaoperátorai. Hef a kölcsönhatást írja
le. Az

�!
A vektorpotenciál Schrödinger-képben dipól-közelítés esetén a következ�o alakú

�!
A = �

��!" a+�!" �a+� ; � � c� 2�~
!L3

� 1
2

: (7.1-1c)

L3 = V a kvantálási térfogat,�!" a polarizációs egységvektor, és az a, a+ amplitúdók az [a; a+] = 1 felcserélési
összefüggésnek tesznek eleget. Cirkulárisan polarizált módus esetén

�!" = 1p
2
(�!" 1 � i�!" 2) ; �!" � =

1p
2
(�!" 1 � i�!" 2) ; (7.1-1d)

"2 = 0 = "�2 ; �!" � � �!" = 1

s ezért a Hef -ben szerepl�o A2-et tartalmazó tag beolvasztható a Hf módusenergiába:

Hf +
e2

2mc2
A2 = ~


�
a+a+

1

2

�
; (7.1-1e)

ahol


 = !

 
1 +

!2p
2!2

!
; !2p �

4�e2

mL3
: (7.1-1f)

Megjegyezzük, hogy !p azonosítható az 1
L3 =

1
V s�ur�uség�u elektrongáz plazmafrekvenciájával. Lineáris

polarizáció esetén " valós és "2 = 1. Ekkor az A2-et tartalmazó tagban megmaradnak az a2- ill. az a+2-tel
arányos járulékok. Összefoglalva:

H =
p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2

�
� e�

mc
�!p �

��!" a+�!" �a+� ; (7.1-2C)

H =
p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2

�
� e�

mc
�!p � �!"

�
a+ a+

�
+
e2�2

2mc2
�
a2 + a+2

�
(7.1-3L)

A rövidség kedvéért a (7.1-2C)-ben felírt Hamilton-operátor diagonalizálásával foglalkozunk részletesen.
A

H j	(t)i = i~
@ j	(t)i
@t

(7.1-4)

Schrödinge-egyenletnek nyilvánvalóan vannak stacionárius megoldásai, mivel H nem függ az id�ot�ol.
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j	(t)i = e�
i
~Et j i ; (7.1-4a)

ahol a megfelel�o energiasajátérték-egyenlet:

H j i = E j i : (7.1-4b)

Mivel a H a térkoordinátáktól is függetlent, természetes a megoldást a következ�o alakban keresni:

j i = j�!p i j�i ; (7.1-4c)

ahol j�!p i az elektron egy impulzussajátállapota és j�i a kvantált módus alább meghatározandó állapota, amely
a következ�o egyenlet megoldása:�

p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2

�
� e�

mc
�!p �

��!" a+�!" �a+�� j�i = E j�i : (7.1-5)

A fenti egyenletben szerepl�o kölcsönhatási tagot az els�o fejezetben már megismert eltolási operátor felhasználásá-
val ki tudjuk transzformálni, ezzel a diagonalizálás egyszer�uen végrehajtható. Alkalmazzuk a

D (�) = exp
�
��a� �a+

�
(7.1-6)

generátorú unitér transzformációt a fenti egyenletre. Itt � egyenl�ore ismeretlen paraméter. A következ�o

D (�)
�1
aD (�) = a+ � ; D (�)

�1
a+D (�) = a+ + �� (7.1-6a)

eltolási tulajdonságok felhasználásával a transzformált egyenletre kapjuk:

"
p2

2m + ~

�
a+a+ 1

2 + j�j
2
�
+
�
~
�� � e�

mc
�!p � �!"

�
a

+
�
~
� � e�

mc
�!p � �!" �

�
a+ � (�!p � �!" � +�!p � �!" ���) e�mc

#
D (�)

�1 j�i = ED (�)
�1 j�i (7.1-7a)

Ezután válasszuk �-t úgy, hogy a fenti egyenlet baloldlalán a és a+ együtthatói zérusok legyenek:

� =
e�

mc~

�!p � �!" � : (7.1-7b)

�
p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2
� j�j2

��
D (�)

�1 j�i = ED (�)
�1 j�i (7.1-7c)

Világos, hogy (7.1-7c) egyenlet a

D (�)
�1 j�i = jni (7.1-7d)

fotonszám-sajátállapotokkal kielégíthet�o, mivel

a+a jni = n jni ; n = 0; 1; 2; : : : ;

és az energiasajátértékekre ekkor az alábbi kifejezés adódik:

E = E (�!p ; n) � p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2
� j�j2

�
; n = 0; 1; 2; : : : : (7.1-7e)

A fenti eredményeket összegy�ujtve a (7.1-4) Schrödinger-egyenlet stacionárius megoldásait a következ�okép-
pen állítjuk el�o:

j	(t)i = exp
�
� i
~
E (�!p ; n) t

�
j�!p iD (�) jni : (7.1-8)
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D (�) unitaritása miatt a (7.1-8)-ban megadott megoldásrendszer teljes és ortonormált. Az els�o fejezet (1.3-
5a) képlete szerintD (�) a � paraméter�u j�i koherends állapot kelt�o operátora, ezért (7.1-7e) és (7.1-8) alapján
megállapíthatjuk, hgoy rögzített �!p esetén a rendszer legalacsonyabb energiájú állapotában (n = 0) az e.m.
módus koherens állapotban van.
A teljesség kedvéért itt csak bizonyítás nélkül közöljük, hogy a lineáris polarizációjú módushoz tartozó

(7.1-3L) Hamilton-operátor az

S (�) = exp

�
��
2

�
a+2 + a2

��
; � =

1

2
arth

e2�2

mc2~

(7.1-9)

Bogoljubov-transzformációval (amely mellesleg az összenyomás, "sqeezing" generátora) az alábbi alakra hozható:

H ! H 0 = S (�)
�1
HS (�) = (7.1-10)

=
p2

2m
+ ~


�
a+a+

1

2

�
sech2� � e�

mc
�!p � �!"

�
a+ a+

�
e�� :

(7.1-10) ugyanolyan struktúrájú, mint (7.1-3L), tehát diagonalizálása az imént bemutatottD-transzformációs
módszerrel történhet [14]. A (7.1-8) megoldásokban szerepl�o D (�) jni állapotokat általánosított koherens ál-
lapotoknak nevezzük tetszésszerinti n > 0 egész értékre. Természetes, hogy ezek az állapotok is kifejthet�ok
számsajátállapotok szerint:

D (�) jni =
1X
r=0

cr jri ; cr = hr jD (�)jni : (7.1-11)

Mivel D (�) unitér, ezért jcrj2 valószín�uségeloszlás normált. cr-ek konkrét alakját a Baker-Campbell-
Hausdorff (BCH)-formula segítségével kaphatjuk meg, amely szerint ha az A és B operátorok kommutá-
toraikkal felcserélhet�oek, akkor érvényes a következ�o összefüggés:

eA+B = eAeBe�
1
2 [A;B] :

D (�) ennek �gyelembevételével az e�a
+

e��
�ae�

1
2 j�j

2

alakra hozható, s ezután az
�
hrj e�a+

� �
e��

�a jni
�

mátrixelemek véges összegek formájában meghatározhatók. Ezek kifejezhet�ok az általánosított (más szóval:
asszociált) Laguerre-polinomokkal:

cr = hr jD (�)jni = (7.1-12a)

=

� �
n!
r!

� 1
2 �r�nLr�nn

�
j�j2

�
e�

1
2 j�j

2

; (r > n)�
r!
n!

� 1
2 (���)n�r Ln�rr

�
j�j2

�
e�

1
2 j�j

2

; (r < n)

�

Általában az L�n (x) polinomok a következ�oképpen állíthatók el�o [7]:

L�n (x) =
nX
l=0

�
n+ �

n� l

�
(�x)l

l!
: (7.1-12b)

A jcrj2 eloszlás alacsonyrend�u momentumai a (7.1-12a) konkrét alakok ismerete nélkül is kiszámíthatók,
ha felhasználjuk a (7.1-6a)-ban megadott eltolási tulajdonságokat. Például:

hri =
1X
r=0

jcrj2 r =
D
n
���D (�)�1 a+aD (�)���nE = n+ j�j2 ; (7.1-13a)

�r2 =


r2
�
� hri2 = 2 j�j2

�
n+

1

2

�
: (7.1-13b)
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A fentiek szerint egy kezdetben éles eloszlás (jcrj2 = �r;n) az elektronnal való kölcsönhatás következtében
j�j
p
2n+ 1 mértékében szétfolyik, és centruma j�j2-tel eltolódik.
A továbbiakban szempontjából érdekes az az eset amely során a kezdeti fotonszám nagyon nagy (a módus

igen magas gerjesztettségi állapotban van; tehát a sugárzás nagyon intenzív). Ekkor cr-ek (7.1-12a) kifejezéseit
a Laguerre-polinomokra vonatkozó Hilb-formula segítségével értékelhetjük ki. Eszerint [7]

x
m
2 Lmn (x) e

� x
2 =

(n+m)!�
n+ m+1

2

�
!
Jm

h
(�x)

1
2

i
+O

�
n
m
2 �

3
4

�
; (7.1-14)

ahol � = 4n+ 2m+ 2, és Jm közönséges els�ofajúm-edrend�u Bessel-függvény.
(7.1-12a) és (7.1-14) cr-eket az r > n esetben így írhatjuk:

cr = hr jD (�)jni = (7.1-15)

= eim�
��
1 +

1

n

�
: : :
�
1 +

m

n

�� 12 � 2n

2n+m+ 1

�m
2

Jm

h
(�x)

1
2

i
+

O
�
n�

3
4

�
��
1 + 1

n

�
: : :
�
1 + m

n

�� 1
2

ahol

m � r � n > 0 ; x � j�j2 ; � � 4n+ 2m+ 2 ; � � arg � : (7.1-15a)

Hasonló formula érvényes, ha r < n. Fentebb már láttuk, hogy j�j2 arányos 1
V -vel, vagyis a kvantálási

térfogat reciprokával. (7.1-15)-ben tehát a Bessel-függvénye argumentuma arányos a fotons�ur�uség ( nV ) várható
értékének négyzetgyökével. (7.1-15) alapján cn�m-et egzaktul kiértékelhetjük az n ! 1, V ! 1 határeset-
ben, ha a � � n

V fotons�ur�uséget ésm = jr � nj-et a határértékképzés során állandónak tartjuk.

lim cn�m = e�im�J�m (j&j) ; (7.1-16)

n!1 ; V !1 ; � =
n

V
; m fix

ahol

& � 2 ea0
mc~!

�!p � �!" ; a0 �
c

!
(2��~!)

1
2 ; � � arg & : (7.1-16a)

Megjegyezzük, hogy az
�!
A = a0

��!" e�i!t +�!" �e+i!t� klasszikus vektorpotenciállal jellemzett elektromág-
neses sugárzási tér energias�ur�usége (7.1-16a) alapján éppen �~!. A fenti

�!
A vektorpotenciállal az

1

2m

��!p � e

c

�!
A (t)

�2
' (t) = i~

@' (t)

@t
(7.1-17)

szemiklasszikus Schrödinger-egyenlet persze egyszer�uen megoldható, amint azt már fentebb láttuk. A megoldás
modulált síkhullám, s a modulációs faktort a szokásos módon a Jacobi-Anger-formula segítségével Fourier-
sorba fejthetjük (lásd a (3.2-9-C) formulát). Végeredményben aD (�) jni állapot a fenti határesetben a következ�o
kompakt alakra hozható:

D (�) jni !
X
m

Jm (j&j) eim� jn+mi : (7.1-18)

A fenti megfeleltetéseket �gyelembevéve azonnal belátható, hogy az el�obbi egyenletben szerepl�o kifejtési
együtthatók pontosan meggyeznek a (3.2-12-C) egyenletben szerepl�o Fourier-koef�ciensekkel.

49



7.2. Többfotonos indukált fékezési sugárzás kvantált e.m. térben
A 4. fejezetben kiszámítottuk egy V (�!r ) hatására intenzív fény jelenlétében bekövetkez�o elektronszórás dif-
ferenciális hatáskeresztmetszetét. Megállapítottuk, hogy az átmeneti amplitúdó végtelen sok parciális am-
plitúdó inkoherens szuperpozíciójaként állítható el�o, s minden egyes ilyen amplitúdó a Dirac-deltákkal kife-
jezett rezonancia-feltételt kielégít�o szórásfolyamathoz tartozik. A

p02

2m
=

p2

2m
+ n~! ; n = 0;�1;�2; : : : (7.2-1)

rezonanciafeltétel értelmezésekor azt állítottuk, hogy n foton abszorpciójához ill. emissziójához tartozó en-
ergiamegmaradást fejez ki, holott a lézerfény klasszikus vektorpotenciállal jellemeztük. Az el�obbi rész alapján
könnyen belátható, hogy ez az interpretáció jogos volt. Ennek érdekében vegyünk most kezdeti és végállapotnak
(7.1-8) típusú stacionárius állapotokat (amelyek - legalábbis egy kvantált módussal való kölcsönhatás esetén,
dipólközelítésben - teljesen egzaktak). A V (�!r ) potenciál hatására a

j	(t)i = exp
�
� i
~
E (�!p ; n) t

�
j�!p iD (�) jni ; (7.2-2a)

kezdeti és a

j	0 (t)i = exp
�
� i
~
E (�!p 0; n0) t

�
j�!p 0iD (�0) jn0i (7.2-2b)

végállapotok közötti átmenet amplitúdója Born-közelítésben

Tfi = �
i

~

+1Z
�1

dt
D
	0 (t)

���V �c�!r ����	(t)E : (7.2-3a)

Az id�o szerinti integrálás elvégzése után kapjuk:

Tfi = �2�i� [E (�!p 0; n0)� E (�!p ; n)]
D�!p 0 ���V �c�!r �����!p E 
n0 ��D�1 (�0)D (�)

��n� : (7.2-3b)

A Dirac-delta itt az alábbi energiamegmaradást fejezi ki:

p02

2m
=

p2

2m
+ ~


�
n� n0 �

�
j�j2 � j�0j2

��
: (7.2-3c)

Mivel az e.m. módusnak sem a kezdeti sem a végállapota nem fotonszám sajátállapot, ezért (7.2-3c)-t nem inter-
prtálhatjuk úgy, hogy a módus fotontartama a szórásfolyamat során n-r�ol n0-re változott, azonban a megfelel�o
fotonszám várható értékekre az állítás már lényegében igaz.
A (7.2-3b) eredmény ismeretében a folyamat differenciális hatáskeresztmetszete a szokásos módon kiszámít-

ható:

d��l
d


=
p0

p
jM�l (n)j2

d�B
d


; (7.2-4)

ahol

M�l (n) � hn� l jD (��0)D (�)jni ; l � jn0 � nj : (7.2-4a)

A Born-féle keresztmetszetet már (4.2-3)-ban de�niáltuk.
AzM mennyiséget a D operátorok szorzási szabálya alapján az alábbi alakra hozhatók:

M�l (n) = hn� l jD (�)jni ei Im(�
0��) ; (7.2-4b)

� � � � �0 = e�

mc~

�!" � � (�!p ��!p 0) :
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Ezek a mátrixelemek - amint azt az el�oz�o részben láttuk - Laguerre-polinomokkal fejezhet�ok ki, pl. az n0 > n
esetben:

Ml (n) =

�
n!

(n+ l)!

� 1
2

� lLln

�
j� j2
�
exp

�
�1
2
j� j2 + i Im (�0��)

�
: (7.2-5)

A Hilb-féle formula használatával (amint azt már az el�oz�o részben tettük) az M mátrixelemek a szemik-
lasszikus határesetben a Bessel-függvényekkel hozhatók kapcsolatba (ha n

V és l rögzített):

limM�l (n) = J�l (jZj) e�il� ; (7.2-6)

ahol

Z = 2
ea0
mc~!

�!" � (�!p ��!p 0) ; � = argZ : (7.2-6a)

Ezek �gyelembevételével megállapíthatjuk, hogy ha a kezdeti fotonszám igen nagy, akkor a (7.2-4) formula
igen jó közelíthet�o a

d��l
d


=
p0

p
J2l (jZj)

d�B
d


: (7.2-7)

Ez formailag tökéletesen megegyezik a szemiklasszikus eredménnyel.

8. Az intenzív lézerfény és elektron relativisztikusan kovariáns leírásá-
nak elemei

8.1. Az elektron mozgásegyenletének relativisztikus tárgyalása. Kanonikus formaliz-
mus

Az elektron mozgásegyenlete az
�!
E elektromos térer�osséggel és

�!
B mágneses indukcióval jellemzett elek-

tromágneses térben rövid számolással a következ�o alakra hozható:

m
d�!u
d�

=
e

c

�
u0
�!
E +�!u ��!B

�
; u� � dx�

d�
; d� � dt

s
1�

�
d�!r
cdt

�2
� dt
 ; (8.1-1a)

ahol bevezettük az u = fu�g = (u0;�!u ) négyessebességet, amely az x = fx�g = (ct;�!r ) négyeskoordinátá-
nak a � sajátid�o szerinti deriváltja. A � index a 0, 1, 2 és 3 értéket veheti fel. Egyszer�uen származtatható a
relativisztikus munkatétel is:

m
du0
d�

=
e

c
�!u � �!E ; (8.1-1b)

amely szerint a részecske mcu0 = 
mc2 energiájának id�oegységre es�o megváltozása egyenl�o a rá ható e
�!
E

elektromos er�otér e
�!
E � d�!rdt teljesítményével. A (8.1-1a, 8.1-1b) egyenleteket szokás az alábbi kovarians alakban

összefoglalni, az F = fF��g térer�osségtenzor bevezetésével:

m
du�
d�

=
e

c
F��u

� ; F�� = @�A� � @�A� ; @� �
@

@x�
=

�
@

@ct
;
@

@�!r

�
: (8.1-1c)

A fenti egyenletben bevezettük még az A = fA�g négyespotenciált és a @ = f@�g négyes-gradiens is,
ahol @

@�!r =
�!r a szokásos (hármas-) gradiens. A Minkowski-tér (+���) szignatúrájú � metrikus tenzorát

használjuk, tehát

�00 = ��ii = 1 (i = 1; 2; 3) ; ��� = 0 (� 6= �) : (8.1-1d)
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Egy f��g négyesvektor kovariáns és kontravariáns komponensei között az a� = ���a
� kapcsolat érvényes

(ismétl�od�o alsó és fels�o indexekre mindig összegzés értend�o). Két tetsz�oleges a és b négyesvektor skalárszorzata:

a � b � ���a�b� = a�b� = a0b0 ��!a � �!b ; a2 � a � a : (8.1-1e)

El�oször egy általános közelít�o egyenletet vezetünk le, amely alapján az elektron `átlagos' mozgására vonatko-
zó következtetéseket vonhatunk le. Ha felírjuk a (négyes) vektorpotenciál sajátid�o szerinti totális deriváltját az
elektron trajektóriája mentén, valamint ha �gyelembe vesszük a térer�osség tenzornak a (8.1-1c) egyenletbeli
általános kifejezését, akkor az eredeti mozgásegyenletb�ol a következ�ot kapjuk:

dA� (x (�))

d�
=
@A�
@x�

dx� (�)

d�
= @�A�u

� ; m
d

d�

h
u� +

e

mc
A� (x (�))

i
=
e

c
[@�A� ]x=x(�) u

� : (8.1-2a)

A vektorpotenciál és a sebesség fenti kombinációja tehát természetes módon megjelenik (itt tulajdonképpen
a kinetikus és a kanonikus impulzus kapcsolatáról van szó), s ezért indokolt erre egy új V� sebességváltozót
bevezetni, s ezzel (8.1-2a) alapján írhatjuk:

m
dV�
d�

= � e2

mc2
A� (@�A�) +

e

c
V � (@�A�) ; mV� � mu� +

e

c
A� : (8.1-2b)

Ha felhasználjuk az A� (@�A�) = 1
2@�

�
A2
�
azonosságot, ahol a fenti rövidített jelöléssel A2 � A�A� =

A20 �
�!
A 2, akkor a jobboldal els�o tagja a (8.1-2b) egyenletben a � e2A2

2mc2 ponderomotoros potenciális ener-
giaeloszlás négyesgradienseként értelmezhet�o, amelyet természetesen az elektron (vagy más töltött részecske)
aktuális helyén kell venni. Hangsúlyozzuk, hogy eddig a pontig a (8.1-2b) egyenlet származtatásakor sem-
milyen közelítést nem használtunk, ugyanakkor több érdekes speciális eset egyszer�u megértésében segíthet.
Ha például egy lézernyaláb a viv�ofrekvenciának megfelel�o periódusid�onél (és a centrális hullámhossznál) vis-
zonylag nagyobb térid�otartományban oszlik el akkor hV i � hui és hV �Ai � 0, ahol a szögletes zárójellel a
gyors oszcillációkra vett átlagolást jelöltük. Ebben az esetben az átlagos (szisztematikus, haladó) mozgás jó
közelítéssel leírható az alábbi differenciálegyenletekkel:

m
d hV�i
d�

= � e2

2mc2
@�


A2
�
; m

d h�!� i
dt

= ��!rUp ; Up =
mc2

4
�20g (

�!r ) ; �0 �
eF0
mc!0

; (8.1-2c)

ahol �0 a centrális frekvenciához tartozó már megismert dimenziótlan intenzitásparaméter, és g (�!r ) valamilyen
lassan változó intenzitáspro�l (amelynek maximális értéke 1 a nyaláb közepén). A (8.1-2c) egyenlet második
egyenlete az els�o speciális nemrelativisztikus közelítéseként adódott, ahol�!� a szokásos (hármas-) sebesség. Az
Up mennyiséget röviden ponderomotoros potenciálnak szokás nevezni, maximális értéke a 1:25 � 1013 I

E2
ph

képlet alapján számolható, ahol az I intenzitás W
cm2 -ben értend�o, és az Eph centrális fotonenergia eV egységek-

ben. Például ~!0 = 1 eV és I = 1014 W
cm2 esetén ez az energiajárulék 12:5 eV , vagyis több mint tizszerese a

fotonenergiának. Lényeges, hogy Up nem függ a töltés el�ojelét�ol, mivel annak négyzetével arányos, és negatív
gradiense (vagyis az átlagos er�o) a csökken�o intenzitásértékek felé (tehát a nyaláb tengelyét�ol a pereme felé)
hat. Ez azt jelenti, hogy mondjuk egy plazma ionjainak és elektronjainak eredetileg homogén eloszlásába egy
kell�oen intenzív lézernyaláb átmenetileg lyukat' égethet, úgy hogy a töltéseloszlást szétnyomja. Régebben
felvet�odött ennek a mechanizmusnak a felhasználása egyfajta lézeres részecskegyorsításra is. Az átlagos pon-
deromotoros potenciál hatását a 9. Ábrán szemléltetjük. Másik példaként említhetjük a 2.5 fejezetben látott
csúcselnyomás jelenségével kapcsolatos jelenséget. Az ionizációkor szület�o' elektronok egy lézernyaláb külön-
böz�o helyein más és más ponderomotoros potenciálban vannak, és a szükséges minimálisan abszorbeált fotonok
száma az n~!0 > A+Up feltételb�ol adódik, ahol a�E2 megegyezik az adott helyen lév�o Up ponderomotoros
potenciális energia értékével. A távozó elektron kinetikus energiája n~! � A � Up > 0, s amint a detektor
felé halad, mintegy leszánkázik' a jó közelítéssel konzervatívnak vehet�o Up (�!r ) ponderomotoros potenciálh-
egy oldalán, s így éppen energiát nyer a nyalábtól való teljes szeparáció során. Ezt a jelenséget �gyelembe kell
venni az elektronspekrtumok kiértékelésénél.
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(a) (b)

19. ábra. A baloldali ábra a z-tengely�u lézernyaláb intenzitás eloszlását szemlélteti Gauss típusú transzverzális
pro�l esetében. A jobboldali ábrán a pozitív és negatív töltéseknek a nyaláb tengelyét�ol (a ponderomotoros
potenciális energia negatív gradiense, vagyis taszítása miatt fellép�o) kifelé irányuló gyorsulását piros és kék
vektorok szimbolizálják.

Az fény-anyag kölcsönhatás kvantummechanikai leírására leggyakrabban használt módszer a kanonikus
formalizmuson alapul egyszer�uen azért, mert a kvantálást kölcsönhatás nélkül is már eleve a kanonikusan kon-
jugált változókra értelmezzük. Ennek következtében az állapotfüggvény Schrödinger- vagy Dirac egyenlete
tartalmazza a Hamilton-operátort, amely a rendszer energiáját képviseli. Már az intenzív lézerterek elektrodi-
namikájának kialakulása kezdetén, vagyis a 60-as évek els�o felét�ol jól ismert, hogy a Volkov-állapotok (vagyis a
tesz�oleges síkhullámmal (vákuumban) kölcsönható töltések állapotfüggvénye lényegében kváziklasszikus hul-
lámfüggvény, akár nemrelativisztikus, akár relativisztikus leírást használunk. Ez azt jelenti, hogy a hulláfüg-
gvény fázisa pontosan megegyezik� iS~ -sal, ahol S a klasszikus probléma hatásfüggvénye. Ezért most megvizs-
gáljuk közelebbr�ol a relativisztikus hatáfüggvényt, amelyet a megfele�o Hamilton-Jacobi-egyenletb�ol határozunk
meg.
EgyA (x) négyespotenciállal jellemzett elektromágneses térben valamely e töltés�u részecske relativisztikus

Lagrange-függvénye (lásd a (8.1-1e) egyenletben összefoglalt jelöléseket):

L (x; _x) = �mc
p
_x2 � e

c
A � _x ; ahol _x� �

dx�
dt

: (8.1-3)

A részecske teljes energiája:

E = �!� � @L
@�!� � L =

mc2q
1�

�
�
c

�2 + eA0 ; (8.1-4a)

amely vonatkoztatási rendszerenként más és más. Azonban a p kanonikus négyesimpulzussal kifejezett következ�o
mennyiség minden rendszerben zérus:

H � _x � @L
@ _x
� L = d�

dt

�
mc2 � 1

m

�
p� e

c
A
�
�
�
p� e

c
A
��
= 0 ; p� �

@L

@ _x�
: (8.1-4b)

Megjegyezzük, hogy a (8.1-4b) egyenletben de�niált relativisztikus kanonikus impulzus térbeli komponen-
seinek konkrét alakja a következ�oképpen írható:
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p� = �mc
_x�p
_x2
� e

c
A� ; tehát pi = mc

�i

c

q
1�

�
�
c

�2 + e

c
Ai ; m�!u = �!p � e

c

�!
A : (8.1-4c)

Az utolsó egyenletet (8.1-2b)-vel összehasonlítva látjuk, hogy a kanonikus impulzus az ott bevezetett 'sziszte-
matikus sebesség'-gel arányos: �!p = m

�!
V . (8.1-4b) els�o egyenletéb�ol az következik, hogy a p = @S

@x � @S

és X = @S
@P alakú kanonikus transzformáció S = S (x; P ) generátorfüggvénye kielégíti a relativisztikus

Hamilton-Jacobi-egyenletet: �
@S � e

c
A
�
�
�
@S � e

c
A
�
= (mc)

2
: (8.1-5)

Síkhullámtérben a vektorpotenciál funkcionális alakja A = A (k � x), ahol fk�g =
�
k0;
�!
k
�
, k0 = !

c =����!k ��� és k � x = !t � �!k � �!r . Ilyen potenciál esetében, ha a (8.1-5) els�orend�u parciális differenciálegyenlet
megoldását az S = P � x + f (�) alakban keressük, ahol P konstans és � � k � x, akkor a megoldás azonnal,
egyszer�u integrálással adódik. A megodás kulcseleme az a felismerés, hogy a vákuumbeli diszperziós össze-
függés miatt k2 � k�k

� = 0, valamint teljesül a k � A � k�A
� = 0 transzverzalitási feltétel is. (Ez utóbbi

Coulomb-mértékben a
�!
k � �!A = 0 alakban írható.) Az S = P � x + f (�) �Ansatz�-ot a (8.1-5) egyenletbe

helyttesítve f (�)-re egy els�orend�u differenciálegyenlet adódik, s ezt közvetlenül kiintegrálható:

S = P � x+ 1

2k � P

�=k�xZ
d�

�
2
e

c
P �A (�)�

�e
c

�2
A2 (�)

�
; P 2 � P�P� = (mc)2 ; (8.1-6a)

fP�g =
�
EP
c
;
�!
P

�
; EP =

r�
c
�!
P
�2
+ (mc2)

2
: (8.1-6b)

Megjegyezzük, hogy a P 2 = (mc)
2 összefüggés fennállásakor azt szokás mondani, hogy a P integrációs

konstans a �szabad tömeghéjon� van (angol kifejezéssel: �free mass-shell�), mivel kielégíti a szabadelektron
relativisztikus energia-impulzus összefüggését ((8.1-6b) egyenlet). A 2.3 fejezetben láttuk, hogy a síkhullám
argumentuma � � k � x = !

�
t� �!n ��!r

c

�
az elektron helyén az elektron sajátidejének lineáris függvénye,vagyis

t��!n � �!r (t) = �� + const, s ez általánosan igaz tetsz�oleges (tehát nem csak monokromatikus) síkhullámra.
A fenti formulák minden további bonyodalom nélkül alkalmazhatók például polikromatikus általános szuper-
pozíciókra is, amelyek elliptikusan polarizáltak. A lényeges az, hogy az összes komponens polarizációs vektora
mer�oleges legyen a közös �!n terjedési irányra, és hogy a térid�o-koordinátáktól való függés kizárólag a t� �!n ��!r

c
kombinációt tartalmazza. Az el�obbi megfontolásokban szerepl�ot�ol lényegesen eltér�o matematikai szerkezettel
találkozunk azonban ha például állóhullámokkal való kölcsönhatást szeretnénk leírni (itt mind a t � �!n � �!r ,
mind a t + �!n � �!r kombináció el�ofordul, és elliptikus integrálok jelennek meg S kifejezésében). Az X = @S

@P
összefüggésb�ol (8.1-6b) alapján kapjuk:

X = xp (�) + (k � p)�1
k�xZ
d�
e

c
A (�)� k (k � p)�2

k�xZ
d�

�
e

c
p �A�

�e
c

�2
A

�
= x(0) +

p�

m
; (8.1-7a)

p (�) = p+
k

2k � p

�
2
e

c
p �A�

�e
c

�2
A2
�
: (8.1-7b)

A utóbbi egyenletekben, a jelölés kissé áttekinthet�obbé tétele érdekében a (8.1-6a,8.1-6b)-ben szerepl�o inte-
grációs paramétert itt kis p-vel jelöltük, tehát p2 = (mc)2. A (8.1-7a) egyenlet az xp (t) trajektóriára valójában
egy bonyolult függvényegyenlet, a részletes alakra azonban a következ�okben nem lesz szükségünk. Közelít�oleg
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monokromatikus esetben (vagyis ha A egyszer�u szinusos függést tartalmaz és a burkolófüggvény gyakorlati-
lag konstansnak vehet�o) a (8.1-7b) egyenlet átlagát véve egy periódusra egyszer�uen adódik az négyesimpulzus
átlaga:

ep = p+
mc2�2

4k � p k � p+�p ; � =
eF0
mc!

; �2 = 8:5� 10�11I�2 ; (8.1-7c)

ahol � a már korábban megismert dimenziótlan intenzitásparaméter, és az intenzitást W
cm2 -ben a hullámhosszat

pedig mikronban mérjük. A (8.1-7c) formula tartalmazza a 11. ábrán bemutatott optikailag indukált szintsz-
erkezetben szerepl�o eltolódást (a második tag id�oszer�u komponense �E2-be megy át a nemrelativisztikus
határesetben). Az impulzus egy

�!
k -val arányos intenzitásfügg�o eltolódást szenved a relativisztikus tartomány-

ban, ez a körülmény az intenzív Compton-szórás részleteit jelent�osen befolyásolhatja. Megjegyezzük még,
hogy a k � k = 0 nullvektor-tulajdonság következtében k � ep = k � p, ez az egyenlet felhasználható arra, hogy a
'felöltöztetett' impulzusból az eredeti impulzust kiszámoljuk.
A klasszikus megoldással való szoros kapcsolata miatt, végezetül ide kívánkozik a Klein-Gordon-egyenlet

megoldásának rövid ismertetése is. Egy A (x) négyespotenciállal jellemzett küls�o térben az elektron Klein-
Gordon-egyenlete a következ�o:�

�2 � �2
�
� = 0 ; � � mc

~
; � � i@ � "A ; " � e

~c
; (8.1-8)

ahol � a Compton-hullámszám, és ~� a kinetikus négyesimpulzus operátora. Mint kés�obb látni fogjuk a
'skalár elektron' fenti hullámegyenlete a másodrend�u Dirac-egyenlet egy közelítése, ha a spinnel való kölcsön-
hatásból ered�o tagot elhagyjuk. Ez sok esetben �zikailag is elfogadható közelítés.
A lézerfény jellemzésére a Coulomb-mértékbeli vektorpotenciált használjuk, és A (x) transzverzális síkhul-

lámot jelent, vagyis A (x) = A (�), � = !t � �!k � �!r és k � A = 0, pontosan úgy mint a fenti klasszikus
(nem-kvantumos) leírásban. E tulajdonságok alapján egyrészt az adódik, hogy �2 = (i@)2 � 2"A � i@ + "2A2,
másrészt kézenfekv�onek látszik a megoldást egy �-t�ol függ�o modulált síkhullám formájában felvenni, azaz

�p (x) � exp [�i (p � x+ fp (�))] :
Ezt a (8.1-8) Klein-Gordon-egyenletbe behelyettesítve fp-re az alábbi egyszer�u egyenletet kapjuk:

dfp
d�

=
1

2k � p
�
"p �A� "2A

�
� Ip (�) ; fp (�) =

Z
d� Ip (�) ; �p (x) � exp

�
� i
~
Sp (x)

�
: (8.1-9)

Könnyen ellen�orizhet�o, hogy a kapott megoldás exponensében (lásd (8.1-9) harmadik összefüggését) pon-
tosan a klasszikus hatásfüggvény szerepel, amelyet már a (8.1-6a) egyenletben megkaptunk. Itt tehát a kvázik-
lasszikus (WKB-) közelítés valójában egzakt. Felhívjuk a �gyelmet arra, hogy a tömörség érdekében célszer�u
az impulzus helyett a hullámszámot bevezetni (p ! p

~ !� p ), amint ezt a fenti kvantummechanikai for-
mulákban is tettük. Kissé hosszadalmas számolással megmutatható [14], hogy a megfelel�oen normált pozitív
energiás megoldások (ha a p impulzus a pozitív tömeghéjon van, vagyis: p0 = +

p�!p 2 + �2) alakja:
�p (x) =

1

(2�)
3
2 (2p0)

1
2

exp

24�i
0@p � x+ �=k�xZ

d�0Ip (�
0)

1A35 : (8.1-10a)

Ezek a megoldások a következ�o ortogonalitási összefüggést elégítik ki:Z
d3x��p (x) i

 !
@ 0�p0 (x) = �3 (

�!p ��!p 0) ; ahol f !@ 0g � f
@g

@x0
� @f

@x0
g : (8.1-10b)

A nemgatívenergiás megoldások hasonló ortogonalitási összefüggést elégítenek ki �egymás között�, és az
is belátható, hogy a fenti skalárszorzatra nézve mindegyikük ortogonális az összes pozitív energiás megoldá-
sora. A (8.1-9) ill. a (8.1-10a) egyenletekben megadott egzakt megoldásokat a �skalár elektron Gordon-
Volkov-állapotainak� nevezzük. Ezeket Gordon már a 20-as évek második felében meghatározta, abban a
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cikkében, amelyben a róla elnevezett egyenletet is bevezette. (Vele lényegében egyid�oben Schrödinger, Fock
és Kudar János mellett még mások is �levezették� ezt az egyenletet.) Gordon e megoldásokat Compon-
szórás hatáskeresztmetszetének kiszámításához használta fel (az exponensben szerepl�o oszcilláló tagokat el-
hanyagolta, ugyanis kis intenzitásoknál ezek valóban lényegtelenek). A tankönyvekben szerepl�o pontosabb de
még mindig perturbatív formulát el�oször Klein és Nishina határozták meg a Dirac-egyenlet közelít�o megoldá-
saiból az átmeneti áramok módszerével. Érdekes megjegyezni, hogy kezdetben a Compton-eltolódást többen
próbálták eredménytelenül a (8.1-7c) kifejezésben szerepl�o intenzitásfügg�o �p négyesimpulzus-eltolódással
magyarázni. Ez nem vezethetett sikerre, már csak azért sem mert (8.1-7c) bár relativisztikus, de ugyanakkor
klasszikus formula, abban az értelemben, hogy nem tartalmazza a Planck-féle állandót, ellentétben a kísérleti
eredményekkel.
A Dirac-egyenlet általános egzakt megoldásait síhullámmal kölcsönható elektron esetében Volkov pub-

likálta el�oször 1935-ben. Ezekkel a megoldásokkal a jegyzet egy kés�obbi fejezetében foglalkozunk.

8.2. A nemlineáris Compton-szórás leírása az átmenti áramok módszerével
Az átmeneti áramokmódszerét (mint a korrespondencia-elv alkalmazásának egy speciális esetét) sikerrel alka-
lmazták a kvantummechanika- és elektrodinamika kialakulása körül. Ez a módszer valójában az új elméletével
egyez�o eredményeket szolgáltat számos fontos esetben, s ezen felül jelent�os el�onye, hogy a klasszikus termi-
nológiával leírható, s így intuíciónkhoz közelebb áll mint a kvantumtérelmélet. A módszer lényege az, hogy
az elektron (vagy más töltés) mozgásához szokásosan hozzárendelt árams�ur�uséget az elektron két állapota
közötti átmenethez tartozó átmenti árams�ur�uséget asszociálunk, és ezt szerepeltetjük forrástagként az inho-
mogén Maxwell-egyenletekben. Ha ez utóbbiakat pl. a retardált potenciálok segítségével megoldjuk, akkor
megkapjuk a másodlagos spontán sugárzást, vagyis a szórt teret. A spontán megjelen�o új sugárzás szem-
pontjából ez mindenképpen egy el�orend�u folyamat, függetlenül attól, hogy az eredeti bejöv�o gerjesztés (es-
etünkben például lézersugárzás) mennyire intenzív. A következ�okben még tovább megyünk az egyszer�usítés-
ben, és kvantumátmentekb�ol származó átmeni áram helyett klasszikus átmeneti áramot használunk az intenzív
Compton-szórás leírására. Amellett, hogy a végeredmény megegyezik a relativisztikus Furry-képben végzett
pertubációszámítással adódó eredménnyel, már itt is gyakorlatilag ugyanazokkal a matematikai részletekkel
találkozunk, mint a teljes elméletben. Ez egyben alkalmat ad arra, hogy több, kés�obb is el�oforduló hasznos
formulát bevezessünk.
A �klasszikus átmenet� j (z0) négyesárams�ur�uségét a szokásossal teljesen analóg módon vezethetjük be:

j (z0) =

1Z
�1

d�
dz

d�
� (z0 � z (�)) ; z (�) = xp0 (�)� xp (�) ; (8.2-1)

ahol xp (�) és xp0 (�) a kezdeti és a végállapoti trajektóriák, amelyeket a (8.1-7a) klasszikus eredmény szerint
írunk fel. A szórt sugárzás A0 négyespotenciálja az alábbi inhomogén d'Alembert-egyenletet elégíti ki, amelyet
a retardált Green-függvény segítségével fejezünk ki.

@2A0 =
4�

c
j ; A0 (z) =

4�

c

Z
d4z0G (z � z0) j (z0) ; ahol @2G (z � z0) = �4 (z � z0) : (8.2-2)

A középs�o egyenletben lév�o konvolúciót célszer�u Fourier-komponensekkel felírni:

A0 (z) =
1

(4�)
4

4�

c

Z
d4k0G (k0) j (k0) ; A0 (z) =

1

(4�)
4

4�

c

Z
d4k0

j (k0)

(k0)
2 e

�ik0�z : (8.2-3)

Ez a reprezentáció azért természetes, mert a Green-függvény Fourier-el�oállítása igen egyszer�u, nevezetesen
G (k) = � 1

(2�)4k2
. A k00 szerinti integrálás során a komplex síkon a retardálásnak megfelel�o kontúrt választjuk,

ekkor

k00 !
!0

c
=

q
(k01)

2
+ (k02)

2
+ (k03)

2
; és A0 (z) =

i

(2�)
2

Z
d2k0

!0

h
j (k0) e�ik

0�z
i
(k0)2=0

(8.2-4)
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A szórt fény A0 (z) vektorpotenciáljának "0 és k0 hullámszámú komponensét (8.2-4) alapján az "0 � j (k0)
Fourier amplitúdó adja tehát, s ez a (8.2-1) eredeti alak segíségével egyszer�uen kifejezhet�o:

"0 � j (k0) = e

1Z
�1

d� "0 � dz (�)
d�

e�ik
0�z(�) : (8.2-5)

(8.2-4) második egyenletéb�ol az is belátható, hogy a hullámszámközbe emittált energiaáram

dE0 =
d3k0

2 (2�)
3 j"

0 � j (k0)j2 : (8.2-6)

Ha (8.2-5)-be z (�) (8.2-1)-beli alakját helyettesítjük, és �gyelembe vesszük az xp (�) kezdeti és az xp0 (�)
végállapoti trajektóriák (8.1-7a)-ban megadott alakját, akkor a következ�o integrált kapjuk:

"0 � j (k0) = e

1Z
�1

du [(�0 � �) + 2 (�0 � �) cosu+ 2 (
0 � 
) cos 2u]� (8.2-7a)

� exp [i ((& 0 � &)u+ (�0 � �) sinu+ (�0 � �) sin 2u)] ;

� � "0 � ep
k � p ; � �

ea

4c

1

k � p [(" � k) (p � ")� ("
0 � ")] ; 
 � e2a2

8c2
k0 � k
(k � p)2

; (8.2-7b)

& � k0 � ep
k � p ; � � ea

4c

1

k � p

�
k0 � k
k � p (" � p)� (k

0 � ")
�
; � � e2a2

8c2
k0 � k
(k0 � p)2

(8.2-7c)

Vessz�ovel a szórt ep0 impulzusra utalunk, pl. � � "0�ep0
k�p0 . A (8.2-7a)-ban szerepl�o integrál kiértékeléséhez a

már ismert Jacobi-Anger-formulát használhatjuk:

eiz sin' =
1X

n=�1
Jn (z) e

in' ;

ahol els�ofajú, n-edrend�u közönséges Bessel-függvény. Ezzel

"0 � j (k0) =
1X

n=�1
[(�0 � �)Cn + (�0 � �) (Cn�1 + Cn+1) + (
0 � 
) (Cn�1 + Cn+1)] 2�� (& 0 � & + n) ;

(8.2-8a)

Cn (�
0 � �; �0 � �) =

1X
l=�1

Jn�2l (�
0 � �) Jl (�0 � �) : (8.2-8b)

A (8.2-8a) egyenletben fellép�o Dirac-féle delta argumentuma az egyes harmonikusokat reprezentálja:

k0 � ep0
k � ep0 � k0 � ep

k � ep = eg�esz sz�am ; (8.2-9)

A fenti összefüggés kompatibilis az alábbi négyesimpulzus-megmaradással

ep0 + ~k0 = ep+ n~k : (8.2-10)

Ugyanakkor (8.2-10)-b�ol kiindulva (8.2-9)-ben ~ kiesik, tehát numerikus értékére semmilyen megszorítás
nem adódik, azaz a (8.2-9) formulából kiindulva ~-t �kézzel tettük be�. A (8.2-10) megmaradási törvény csak a
fotonhipotézisb�ol sejthet�o meg, illetve a kvantum-elektrodinamika formalizmusából adódik ki automatikusan.
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A felöltöztetett ep négyesimpulzus (8.1-7c) klasszikus formulájának felhasználásával megkapjuk az intenzív
Compton-szórásra vonatkozó frekvenciafeltételt:

!0n =
n!

1 +
�
�2 + n 2!!C

�
sin2 �2

! n!

1 + �2 sin2 �2
; (8.2-11)

ahol � �
��!
k ;
�!
k 0
�
a szórásszög, és !C = mc2

~ az elektron Compton-frekvenciája. A második formula a
klasszikus elméletb�ol is kiadódik és a ~! 0 határesetben érvényes.
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