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Bevezetés

A nagyintenzitasu fény és anyag kdlcsonhatasakor fellépd nemlinedris jelenségek kisérleti tanulmanyozésa a
1ézerek felfedezése utan valt Iehetségessé a 60-as években. Ezekkel a fényforrasokkal biztosithatd olyan nagy
fotonsiiriség, hogy az anyagot alkotd részecskék (atomok, molekulak, vagy egyszeriien elemi toltések) sza-
mottevo valosziniiséggel egyszerre tobb fotonnal is kdlcsdnhatasba keriiljenek. Ennek nyoman a jelenségkdr
elmélete nagyon gyors fejlodésen ment at. A napjainkban 1athaté ujabb fokozott érdeklddést a teriilet irant elso-
sorban azok a projektek 0sztonzik, amelyek extrém nagy intenzitasu egyszersmind nagyon rovid — attoszekun-
dumos — fényimpulzusok generalasara alkalmas forrdsoknak helyet ad6 intézetek (Extreme Light Infrastructure:
ELI) megvalositasara iranyulnak.

A jelen jegyzet elso6sorban a Szegedi Tudomanyegyetem Elméleti Fizika Tanszékének a téma irant érdek-
16d6 hallgatoi szamara irodott. Elkészitését elsdsorban az motivalta, hogy mieldbb egy elektronikus formaban
elérhetd anyag jelenjen meg, els6sorban a témakorrel megismerkedni szandékoz6 doktoranduszok illetve a
fizikus mester szakot végz6 hallgatok szamara. Magyar nyelven ilyen tananyag jellegli munka még nem
sziiletett, ezért néhany eredeti cikken kiviil az irodalomjegyz€k is csak néhany nemrégen megjelent, javarészt
attekinto jellegli referenciat tartalmaz.

A jegyzet anyaga az emlitett nemlinearis jelenségek koziil a legalapvetobbekre, nevezetesen a szabad elek-
tronok intenziv 1ézerfényben lejatszodo szorasfolyamataira, a sokfotonos fotoeffektusra valamint a magasrendii
felharmonikusok keltésére vonatkozo elméleti alapokra koncentraltunk. Az a cél vezérelt benniinket, hogy a
fenti jelenségekkel kapcsolatos mérések értelmezésének legsziikségesebb elméleti alapjait adjuk. Ennek meg-
valositasa érdekében a fény-elektron kolcsonhatas leirasahoz hasznalatos nem-perturbativ modszereket illetve
modelleket ismertetiink, mivel a kvantumelektrodinamika hagyomanyos modszereivel sok esetben csak igen
koriilményesen, vagy egyaltalan nem érhetd el ez a cél. Megjegyezziik, hogy e témakoérben mar tobb Gssze-
foglalo cikk és konyv is megjelent a nemzetkozi szakirodalomban [29-35], amelyekben az intenziv 1ézerterek-
ben lejatszodo folyamatok tobbé-kevésbé szisztematikus targyaldsa talalhato.

A hatvanas-hetvenes évek soran kidolgozott elméleti modszerekhez képest szamottevo koncepcionalis at-
torés idokozben valdjaban nem volt, ellentétben a kisérleti-technologiai szinten bekdvetkezett szédiiletes iram
fejlodéssel. Ez azt jelenti, hogy az elméleti leiras ‘filozofidja’ ugyanaz, vagyis lehetdleg egzaktul figyelembe
kell venni az intenziv 1ézerfénnyel vald kdlcsonhatast, s az egyéb dgensekkel vald kdlcsonhatast sok esetben ele-
gendo perturbacioként kezelni. Természetesen a kvantumelektrodinamika klasszikusai eldtt sem volt ismeretlen
ez a megkozelités, ott ezt Furry-képbeli perturbacidoszamitasnak nevezik. Azt hogy mikor tekintiink egy 1éz-
ernyalabot nagy intenzitadsinak az természetesen az adott kisérleti koriilményektol (példaul az elektront érd
egyéb hatasok erdsségétol) fiigg. Régota 1éteznek mar olyan nagyintenzitasu lézerek is amelyek fokuszaban
az elektromos térerdsség tobb nagysagrenddel meghaladja az atomi Coulomb-terek erdsségét. Nyilvan, egy
ilyen intenziv lézer altal kivéltott ionizacié soran az atomi terek hatasa gyenge perturbaciét jelenthet. Al-
talaban akkor nevezziik az alkalmazott elektromagneses teret intenzivnek, ha a vele kélcsonhatd anyag (pl.
atomnyalab, molekulanyalab, fémfeliilet, egyéb kondenzalt anyagok, szabad elektronok, plazma stb.) valami-
lyen valaszfiiggvénye (pl. elektromos szuszceptibilitas, ionizacios valoszinliség, a szort fény teljesitménye) a
bejovo intenzitassal nemlinearisan valtozik. Az intenziv 1ézerterekben lejatszodo folyamatokat természetes mo-
don két csoportba sorol-hatjuk: lézer dltal indukalt folyamatok (pl. tdbbfotonos ionizacid, disszociacio, fémek
sokfotonos feliileti fotoeffektusa, magasrendii felharmonikus keltés szabad elektronon, gazokban vagy fém-
feliilleten); lézer altal médositott folyamatok (pl. elektron szoérodasa atomon lézerfény jelenlétében, Rontgen-
szoras atomi elektronon ill. Auger-effektus lézerfény jelenlétében). A masodik tipusu folyamatok —ellentétben
az elso tipusuakkal— a fény hatasa nélkiil is végbemehetnek. A lehetoségek szama gyakorlatilag kimerithetetlen,
s az elmélet folyamatos fejlddése, az egyre szaporodd fontos kisérleti eredmények és alkalmazasok részleteinek
leirasan til, 6nmagukban is érdekes matematikai kihivasokkal és megoldasokkal gazdagitja ismereteinket. Az 1.
abran a foton-elektron kdlcsonhatas lehetséges elméleti leirasi modjait foglalja 6ssze. A 8-as és a 9-es mez6hoz
tartoz6 folyamatokkal (optikai parkeltéssel, fény-fény szorassal és mas a QED vakuum lézerfénybeli insta-
bilitasaval kapcsolatos jelenségekkel) itt egyaltalan nem fogunk foglalkozni. Az altalunk vizsgalt jelenségek
elméleti leirasahoz — legalabbis a kisérletek java-részében eddig szerepld 1ézerintenzitdsok tartomanyaban —
tobbnyire elegend6 a nemrelativisztikus kvantum-mechanika hasznalata.

Osszefoglalasképpen hangsulyozzuk, hogy a jegyzetben az intenziv lézerterek és anyag kolcsonhatésai
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1. dbra. A fény-elektron kdlcsonhatas leirasi modjait foglalja 6ssze. Az 1., 4. és a 7. mez0 azért iires, mert a
kolcsonhatas nem értelmezhetd kozvetleniil geometriai optikai sugarak és toltések kozott.

soran lejatszodo néhdny fontosabb folyamat elméleti elemzése soran elsésorban a koncepciondlis alapok kife-
jtését tartjuk szem elott, azzal a céllal, hogy a témakdr tovabbi tanulmanyozasahoz és alkotd tovabbfejlesztéséhez
is kiindulasi alapot nytjtsunk az érdeklddok szamara.

A jegyzet a TAMOP-4.2.1/B-09/1/KONV-2010-0005 sz. palyazat timogatasaval késziilt.



1. Koherens allapotok. A lézerfény mint klasszikus elektromagneses
sugarzas

A sugarzasi tér kvantumos természetének koncepcidjat eldoszor Einstein vetette fel 1905-ben a fotoeffektus
magyarazata céljabol. Elképzelése szerint a fény valamilyen w korfrekvenciaju komponense fw energidji
csomagokbol all, amelyek hullamként terjednek, és egységes egészként nyelddnek ek, illetve sugarzodnak ki.
Ezeket a csomagokat késobb fotonoknak nevezték el, és a fotonkoncepci6é a modern fizika egyik alappillérévé
valt.

M¢ég napjainkban is szokas a fényt szemcsés szerkezetlinek tekinteni, abban az értelemben, hogy az lokalizalt
részecskékbol - fotonokbdl - all. Ez a kétségteleniil szemléletes elképzelés sok esetben félrevezetd, ugyanakkor
az interferencia jelenségek megértésében nem segit. A fény dualis természetének két oldala, nevezetesen a
diszkrétség (részecsketulajdonsag) és a folytonossag (hullamtermészet), természetes egységbe 6tvozosik a fény
kvantumelektrodinamikai targyaldasaban, melynek alapjait Dirac fektette le a htiszas évek masodik felében.

Ezen elmélet szerint a sgarzasi tér normalmoddusainak diszkrét, egyenkozi az energiaspektruma, és akkor
mondjuk, hogy n foton van egy modusban, ha az adott modus az n-edik energiasajatallapotba gerjesztodott. Itt
a diszkrétség semmiképpen sem térbeli szemcsésséget jelent.

A foton fogalmanak értelmezése - ugy véljiik - alapvetd fontossagl a tobbfotonos folyamatok targyalasa
soran, ezért a Dirac-féle modszer vazolasat nem kertilhetjiik meg.

Ugy adodott, hogy az intenziv sugarzasi tér és toltott részecskék kolesonhatasanak kisérleti vizsgalata csak
a lézerek megépitése utan valt lehetdvé, mivel ezekkel a sziikséges nagy intenzitasokat mar el lehet érni.
Ugyanekkor kideriilt, hogy a lézerekbol kijovo sugarzas koherens, a Maxwell-terekkel kielégitden leirhato.
A kovetkezOkben ezért a koherenciaval, valamint a koherens allapotokkal kissé részletesebben foglalkozunk.

1.1. A sugarzasi tér kvantalasa

-
Ismeretes, hogy a sugarzasi tér (az eletromagneses tér forrasoktol 6nallosuld része) pusztan az A vektorpo-
tenciallal leirhatd. Ekkor az elektromos térerdsség vektor €s a magneses indukcio vektora a kovetkezOképpen
fejezheto ki:

EF=——— B= A . 1.1-1
Tt V x (1.1-1)
—

A Maxwell-egyenletek kovetkezményeképpen Eés B , valamint A is a tér arammentes tartomanyaiban a
homogén D’ Alambert-egyenletet elégiti ki:

10°4
c2 o2

A fenti hullamegyenlet megoldasakor figyelembe kell venni az E-re és B-re kirott peremfeltételeket is.

—

i 2_> —
V2A=70. (1.1-2)

£
Példaul, ha a sugarzasi teret egy reflektald falu tireg belsejében vizsgaljuk, akkor célszerli A -t az iireg sajatmo-
dusai szerint kifejteni:

A= lan () Tu(T) +al ()T (F)] (11-3)

ahol az u,, (7") médusfiiggvények a kovetkezd vektor-Helmholtz-egyenletet elégitik ki:

2
(v2 N W;) T (7)=T, (1.1-3a)
C
az au, (t) amplitidok pedig az
G 4 w2a, =0, ay (t) = ape”nt (1.1-3b)



harmonikus oszcillator mozgasegyenletet elégiti ki (w,, az lireg egy sajatfrekvenciaja). Az imént vazolt eljaras
a sugarzasi tér oszcillatorokra vett felbontasanak nevezzik [/].

Ha a sugérzasi tér nem korlatozodik a tér valamely tartomanyara, tehat ha nincsenek természetes hatarold
feliiletei, akkor célszerii az Gn. periodikus hatarfeltételt hasznalni. Ebben az esetben eldirjuk, hogy a sugarzassal
kolcsonhato rendszer méreteinél sokkal nagyobb L élhosszusagl kocka szemkozti lapjain a vektorpotencial
ugyanazt az értéket vegye fel. A megfeleld modusfiiggvények most sikhullamok:

]_ — T —
W?A(?):—é?(k,)\) EFT (1.1-3¢)
L2
— 27

k= T (Mg, My, Mz) y Mgy =0,£1,+£2,£3,... . (1.1-3d)

€ ( k, )\) a k hullamszamvektort sugarzas polarizacios vektora (A = 1,2), mely merdleges a k vektorra.

N
A sugarzas frekvencidja wy = ¢ ‘ k |. Periodikus hatarfeltétel esetén a vektorpotencialt Fourier-integral helyett

Fourier-sorral allitjuk eld, s igy a normal moédusok mostmar csak megszamlalhatéan végtelen sokan vannak. Ez
a tény egyszeriisiti a térben végtelen kiterjedésti tér kvantalasat.

A sugérzasi tér kvantalasa /2] azt jelenti, hogy a normalmodusok ¢, o ay, + af és p, o« i (a, —al)
kanonikusan konjugalt valtozoparjait hermitikus operatoroknak tekintjiik, és posztulaljuk a szokasos

[anyﬁm] = ‘/]\nl/)\m - ﬁmZ]\n = ih57lm (1.1—4&)

Heisenberg-féle felcserélési torvényeket (a betiik fo1¢ tett kalap az adott mennyiségek operator jellegét jeldlik).
Ez annak felel meg, hogy az (1.1-3) kifejtésben elvégezziik a kovetkezd helyettesitéseket:

27h 21h
an (t) — ey] ==, (t) , o (t) — e/ —a (t) (1.1-4b)
Wn Wn,
Az a,, kvantalt amplitidok az
[ananr] =nm = Ln=m (11-5)
m 0; n#m

felcserélési Osszefiiggést elégitik ki, és - akarcsak klasszikus megfeleldik - megoldasai a harmonikus oszcillator
egyenletnek, Heisenberg-képben:

a, (t) = ane wnt

A vektorpotencial Heisenberg-képbeli konkrét alakja periodikus hatarfeltételek esetén:

— 3 (T = (T =
A=3o(Z5) T (F) fapae T v 70 g

2x]

N
Az elektromagnese sugarzas jellemzoit az A vektorpotencialbol ugyanigy szarmaztathatjuk, mint a klasszikus
esetben. Az (1.1-3) képlet szerint, altalanos peremfeltételek fennallasa esetén:

—~ A A =) =)
E =iy \2rho [@h (T)awe ™ — w5 (F)afet™|=E +E . (1.1-7)
k
=) ,
Az (1.1-7) egyenletben bevezettiik az elektromos térerdsség £ pozitiv frekvencias (e~*“* id6fiiggést tartal-
—(-)
-

mazd) és £ negativ frekvencias (et idéfiiggést tartalmazo) komponenseit. Ezt a felbontast a késdbbiek-
ben még felhasznaljuk.



A térmennyiségeket, illetve azok valamilyen kombinaciodjat leird operatorok a normalmodusokhoz rendelt
Hilbert-tereken miikddnek. A moddusallapotok koziil legaltaldnosabban hasznaltak a fotonszam sajatallapotok,
amelyeket azonnal bevezetiink.

A sugarzasi tér Osszenergiajanak operatora

Hy = 87r/d3 (E2+§2) ank (aga > . (1.1-8)

A harmonikus oszcillator kvantummechanikéajabol igazén jol ismert , hogy az @; @, = 7y szdmoperétorok
sajatértékei a nemnegativ egész szamok. A sugarzasi tér energiaspektruma tehat diszkrét.

Ak= (?, )\) indexi modus energiasajatértékei: fiwy, (ng + 3 ), ahol ny, = 0,1, 2,
A megfeleld sajatallapotokat |ny) ket-tel jelolve a szamoperatorok sajatértéegyenlete a kovetkezOképpen
irhato:

alar ng) = ng ng) , ne=0,1,2,..., Vk. (1.1-9)

—
Haa (k: )\) modus az ‘n? > szamsajatallapotban van, akkor azt szokas mondani, hogy a kvantalasi

térfogatban ny darab s hullamvektorua és (?, )\) polarizacioju foton van. A moédus természetesen egy

oo
’¢?,A>: Z C?,,\‘”?,,\>
0
2
¢os ’

szuperponalt allapotban is lehet, ekkor |c |

adja meg annak a valdszianiiségét, hogy az adott modusban

ny , szamu foton van.
Az @y, operatorok a tekintett modus fotonszam sajatallapotait eggyek kisebb indexii allapotokba transzfor-
maljak, vagyis a modusok gerjesztettségi indexét 1-gyel csokkentik (az alapallapotot nullavektorba viszik at).

Az 6; operatorok a gerjesztettséget 1-gyel novelik.

Gy |ni) = Vg |ne — 1), @ [ng) = Vng + 1 |ng +1) . (1.1-10)
E tulajdonsagok alapjan ay-t foton eltiintetd, a; -t foton kelté operatoroknak szokas nevezni.
=)
=

Az (1.1-7) egyenletbol latszik, hogy az elektromos térerosség £ pozitiv frekvencias része csak eltiintetd

—(—

operatorokat, mig az E negativ frekvencias rész csak keltd operatorokat tartalmaz.

E technikai bevezetd rész végére még a kovetkezd megjegyzések kivankoznak. Ha a sugarzasi tér valami-
lyen |4)) tiszta allapotban van, akkor egy F' fizikai mennyiség varhato értékét az e mennyiségnek megfeleltetett
F operétor kdzépértékeként szamitjuk ki.

(F), = <w ‘ﬁ‘ ¢> : (1.1-11)

Nagyon sok gyakorlatilag fontos esetben azonban a kvantumrendszer nem jellemezhetd egy adott tiszta allapot-
tal, hanem a tiszta 4llapotok valamilyen P, statisztikai sulyokkal rendelkezd sokasagéval /3/. Ekkor F' vérhato
értéke

F=3r, <¢‘ﬁ’¢> S P =1, (1.1-12)
m m
A
p=Y_ )Py (¥l (1.1-13)
"



stirliség operator bevezetésével (1.1-12) a kdvetkezo alakra hozhatd
(F) =Tr (ﬁﬁ) : (1.1-14)

ahol "T'r" az allapottérre vett spur(trace=nyom)-képzést jelent. Altaldnosan TrA = <n ‘/T ‘ n>, ahol {|n)}

egy teljes ortonormalt rendszer. Példaul a homérsékleti sugarzas modusaiban az |n) fotonszam sajatallapo-
tok statisztikus sulyat a Boltzmann-eloszlas hatdrozza meg (az egyszerliség kedvéért vegyiink most csak egy
modust),

e—ﬁnhw

~ =
Z e—[ﬁnﬁ,w
n=0

ahol 3 a Boltzmann-allando és az abszolut homérséklet szorzatanak reciproka (8 = kBLT) Ez a Bose-Einstein
eloszlas.

Az (1.1-13) altalanos formula és (1.1-15a) alapjan a termikus sugérzas egy tetszoleges modusanak stirliség
operatorara a kdvetkez6 alak adodik

= (1—e ) e Phw = ) (1.1-15a)

b ((n) +1)" "7

p=>_In) _ (n] . (1.1-15b)

1.2. Kvantum koherencia fiiggvények

A kvantumkoherencia fliggvények definidlasa és értelmezése érdekében eldszor tekintsiik at roviden egy egysz-
erti fotondetektalasi folyamat leirasat.

Feltessziik, hogy egy kezdetben |, ) alapéllapotban 1év6 atomi elektron a detektalas ideje alatt abszorbeal
egy valamilyen fajtaju fotont, és igy a |¢,) gerjesztett allapotba keriil.

Ekozben a sugérzasi tér a [1);) kezdeti allapotbol a |1 7) végallapotba megy at. Mivel az atomi elektronok
hullamfiiggvényei a magtol csak Angstrom nagysagrendii (= 10~ cm) tavolsagokig terjednek ki, és az optikai
sugarzasok hullamhossza (10~° — 10~* cm) ennél az értéknél legalabb harom nagysagrenddel nagy(ll?, ezért

az elektron helyén vett elektromos térerdsség gyakorlatilag ugyanaz, mint a mag helyén (ei’(?e_?)' ka1,
|

> . —
mivel (?6—7)?‘ <77 ’?‘ = 2”|+

dipélkolesonhatas atmeneti matrixelemei hatarozzak meg.

< 1. Ekkor a folyamat T'; dtmeneti amplitadoit a

t

Tpi=7 / At (g [T ()] 9a) - (v | E (70| 1) | (1.2-12)

0
ahol @ = 7. — 7 az elektron atommaghoz viszonyitott poziciéja, és 7 az atommag helyvektora. (A
tovabbiakban - az egyszeriiség kedvéért - az operatorok jelérol elhagyjuk a """ szimbdlumot, tehat E (7, 1)-

n a térer0sség operatorat értjiikk.) Mivel abszorpcids folyamatot vizsgalunk, vilagos, hogy az (1.2-1a)-beli
matrixelemhez csak E pozitiv frekvencias (azaz abszorpcios operatorokat tartalmazo) része ad jarulékot. Ha
feltessziik, hogy az atomi detektor savszélessége sokkal nagyobb, mint a detektalt fény spektralis szélessége és
a mérési 1d0 reciproka, akkor a fotondetektalas idoegységre es6 atmeneti valosziniiségére (vagyis a fotonszam-
lalasi sebességre) a kovetkezot kifejezést kapjuk.

wpi = s ‘<¢f ‘EH) (7’,t)‘ ¢i> f <¢f ‘E(‘) (7’,t)‘ ¢i> <¢f ‘E(“ (?’,t)’ ¢i> : (1.2-1b)

ahol s csak a detektor jellemzdit magaba foglald paraméter, az Gn. detektor érzékenység, és E az elektromos

térerosségnek a d = “r leT | p,) atomi dtmeneti dipolmomentum irdnyéba esd vetiilete. Az (1.2-1a)-bél
(1.2-1b)-be vezetd szamolasok részletei megtalalhatok pl. Nussenzveig konyvében /4.



A sugarzasi tér végallapotaira vald dsszegzés utan megkapjuk az idoegységre eso teljes atmeneti valoszinlisé-
get (Itt felhasznaljuk a kovetkezd Osszefliggést: > |v) (¢¥f| = 1, ahol 1 természetesen a sugarzasi tér Hilbert-
f

terének egységoperatora.):

w; = wai = s<7j},~
f

Ha a sugarzasi tér kezdetben nem tiszta allapotban, hanem egy P; statisztikus sulyokat tartalmazé p = >~ |¢;) -

EC) (7, 1) EM) (?,t)] ¢i> = <E<*) (7,8) B (7, t)> (1.2-1¢)

(2
P; (1;| kevert allapotban van, akkor a szamlalasi sebességet a w; mennyiségek w = Y P;w; atlaga adja.
i

Ekkor

w=s <E(*) (7, 1) B (?,t)> = sTr [pEH (7, 1) B (?,t)} . (1.2-2)

Tekintslink most két kiilonb6zo helyen 1évo az elobbiekben leirt detektort. Ezzel az elrendezéssel koin-
cidenciara, illetve késleltetett koincidencidra vonatkozo méréseket is végezhetiink. Belathatd, hogy annak az
idegységre esd egyiittes atmeneti valosziniisége, hogy az 1-es detektor az 7 helyen, t; idépontban, valamint
a 2-es detektor az 7 5 helyen, ¢, idopontban gerjesztddik, a kovetkezd formulaval adhatd meg.

wy = s° <E(*> (T1,t1) EC) (73, t2) ET) (75, t5) B (r_f,t1)> = (1.2-3)
= 2Tr [pEC) (71, 0) B (73, 1) BY) (73, 1) B®) (7, 1)

Az (1.2-2) képlet szerint a fotondetektalas valosziniisége aranyos az intenzitassal (ez nyilvanvaloan csak linearis
detektorra, nem til nagy intenzitasokra teljestilhet). (1.2-3) alapjan mondhatjuk, hogy egy masodrendi koin-
cidencia egylittes valoszinlisége aranyos az adott helyeken vett intenzitasok szorzatanak atlagaval. Ne felejt-
siik el, hogy a fenti eredmények olyan azonos tulajdonsagu idealis detektorok esetében érvényesek, amelyek
pontszeriiek, és amelyeknek frekvenciafiiggetlen abszorpcios képességiik van. Valosagos detektalasi folyama-
tok leirasahoz (1.2-2) és (1.2-3) bizonyos atlagait kell hasznalnunk. Mindenesetre azt nyugodtan kijelenthet;jiik,
hogy a kiilonb6z6 helyeken és idopontokban lezajlo fotondetektalasi események kdzotti korrelaciokat altalaban
a téroperatorok szorzatainak (1.2-3) tipust varhat6 értékei irjak le. Ezért a sugarzasi tér kiilonb6z6 téridé pon-
tokbeli Osszefiiggésének, koherenciajanak jellemzésére természetes modon adddik a most bevezetendd kvan-
tum koherencia fiiggvények hasznalata.
Az (n + m)-edrendii koherencia fiiggvény definicidja a kovetkezd.

G(m) (1,22, -+, T Tt 1y Tk 25 - + - » Tt (1.2-4)
= <E(7) (:L‘l) . E(i) (In) E(+) (In+1) ce E(+) (1'7z+771)> =
= Tr [pEH (@1) ... EC) (2,) ED (2ng1) ... ED (xn_,_m)}

ahol a jobb attekinthetéség kedvéért x;-vel jeldltik az (7;,¢;) téridé pontokat. A fenti egyenletben a térop-
eratorok azonos polarizacioju komponensei szerepelnek. Ha kiilonb6z6 polarizaciés irdnyokat is figyelembe
vesziink, akkor G("™) fenti alakja helyett egy koherencia tenzort kell definidlnunk. Ezen kiviil még van-
nak egyéb altalanositasi lehetoségek, mi ezekkel itt nem foglalkozunk, csak az (1.2-4) tipust koherenciafiig-
gvényeket hasznaljuk.

A koherenciafiiggvények altalanos tulajdonsagainak felsorolasara itt nincs helytink, ezek koziil csak a kovet-
kezdt emlitjiik. Barmely masodrendii koherenciafiiggvényre fennall, hogy a beldle képzett matrix determinansa
nem negativ. Két valtozd esetében ezt igy fejezhetjiik ki.

2
Feleny (z1,22)| < et (21, 21) G (z2, ) . (1.2-5)



Ebbol kovetkezik, hogy a
G(l’l) (53171'2)
[G(l’l) (1'1, xl) G(l’l) (1'2, $2)]

normalt koherenciafiiggvény abszolut értéke nem lehet nagyobb 1-nél, |g| < 1. Az imént definialt g (1, x2)

V4

g(z1,m2) = (1.2-6)

ol

abra).

7 -7 Jr=7)

=y

2. abra. A Young-kisérlet vazlata.

Az A atlatszatlan ernySre az 7 1 és T o helyeken vagott igen ki lyukakon 4thaladé, az erndyre merélegesen
bees6 fényhulldm a B észlelési sikban interferenciaképet alakit ki. A Kirhhoff-féle skalar diffrakcioelmélet
szerint az (7", t) észlelési helyen a kdvetkezd szuperpozicié alakul ki.

EW (T t) = KyED (77,1 — t1) + Ko BN (75, — to) (12-7)
Aty = [T 7] iddk a fénysebesség véges c terjedési sebessége miatt 1épnek fel. Feltételezziik, hogy az
interferencia képet fotoabszorpcids detektorral mérjiik, azért szerepelnek (1.2-7)-ben csak pozitiv frekvencias
(abszorpciods operatorokat tartalmazo) komponensek. K7 és K5 a Kirchhoff-elméletbol ad6do tiszta imaginarius
paraméterek.
(1.2-2) szerintaz (7, t) pontben a fotonszamléldsi sebesség aranyos ( E(7) (7,1) EG) (7)) = GLY (7, 1)-
vel. (1.2-7) és az (1.2-4), (1.2-6) definiciok felhasznalasaval kapjuk, hogy

<E(7) (7, t) B (7)7t)> =G (2,2) = 2|K[P GV (21, 21) {1+ |g (21, 72)| cos g (w1, 22)}
(1.2-8)
Itt feltettiik, hogy 7 szimmetrikus 7 ;-re és 7 o-re, ekkor K = Ko = K és ¢, = t.

Bevezettik az x = (77, 1), T1o = (7172, t1,2) jeloléseket, valamint feltettiik, hogy a beesé fény az A ernyd
mentén homogén intenzitas eloszlasa, azaz GV (21, 21) = GV (29, 25). (1.2-8)-ban ¢ a g masodrendii
normalr koherencia fiiggvény (a masodrendii koherencia komplex foka) fazisa. Az interferenciakép x pontbeli
lathatésagat a kontraszt jellemzi, ezt a kovetkezoképpen definialjuk.



) 1,
= Gg&l‘) (.’E, .%') — GEnirlx) (l‘, :C) _ Inax — Imin (1.2-92)
G (xz,x) + Gb (z,2)  Imax + Imin ’ '

min

I (z)

amely (1.2-8) alapjan egyenld g abszolut értékével.

l(z) = |g(z1,22)] (1.2-9b)
Intuitive vilagos, hogy a sugarzasi tér annal koherensebb (annal zajnélkiilibb), minél jobb lathatésagl inter-
ferenciaképet produkal két tetszésszerinti pontjabol kiinduld és interferald részhullama. Ennek alapjan a sug-
arzési teret masodrendiien koherensnek nevezziik, ha tetszleges {x1, z2} pontparra |g (1, z2)| = 1. Kon-
nyen belathaté, hogy ennek sziikséges ¢és elégséges feltétele, hogy GV (1, 29) a V* (21) V (x2) szorzata-
lakba legyen irhatd, ahol a V' () fiiggvény egy 1ényegtelen fazisfaktor erejéig meghatarozott.
A magasabbrendii koherencia definidlasahoz vezessiik be a 2n-edrendii (™™ fliggvényeket.

G(n,n) (:1717 cee 7x2n)
[G(l’l) ({,U17 1’1) ‘e G(l’l) ($2n7 1'277,)]%

A teret 2n-edrendiien koherensnek nevezzilk, ha barmely 1 és n kozé esé m értékre és barmely {1, ..., za,}
pont-2n-esre (™™ modulusa 1:

g (2, ... xoy) = (1.2-10)

‘g(m,m) (xlaame)’ :1, 1§m§n (12_11)

(1.2-11) egyenletbdl kovetkezik, hogy egy 2n-edrendii koherens fény esetében a G™™) (1, ..., Tp, T, ..., 21)
fiiggvények faktorizadlodnak, azaz

GU™) (21, Ty Ty - 1) = GEY (g, 21) . G (2, ) (1.2-11a)

Az (1.2-11a) egyenlet fizikai jelentése az, hogy egy m (< n)-edrendii koincidenciakisérlet esetében a kiilonb6z6
fotonabszorpcids események fiiggetlenek, nincs kozottiik statisztikus korrelacio. A statisztikus korrelaciok za-
jbo, fluktuaciokbdl erednek, azért a korrelacid hianyahoz zejnélkiiliséget asszocialhatunk.

Teljes koherens sugarzas esetében azt varjuk, hogy (1.2-11)-nek minden 1 < m-re teljesiilnie kell. Vilagos,
hogy (1.2-11) kielégithetd, ha minden G(™™) fiiggvény faktorizalhaté - hasonléan a masodrendii esethez - ahol,
mint lattuk ez a faktorizacio lehetséges.

A fentiek alapjan a koherencia Glaubert-féle matematikai definicidja a kdvetkezo /57,/4]. A sugérzasi teret
koherensnek nevezziik, ha barmely koherenciafiiggvénye a kovetkezoképpen faktorizalhatd

GU™) (21, Ty Tty e e ey Trgem) =V (@1) .V (20) V (@g1) - V (T g - (1.2-12)
Ha a sugarzasi tér valamilyen |V) tiszta allapotban van, akkor G(™™) (z1, ..., 2y, Tyit,- .- Tpim) =
(VIEO (1) ... EC) (20) ED) (@n41) . .. E) (2544,)| V) faktorizalasnak elégséges feltétele, hogy a kovet-
kezo sajatértékegyenlet teljesiiljon.
EF) (@) |Vy =V (z)|V) . (1.2-13)

Az (1.2-13) egyenlet fennallasa esetén nyilvan a kovetkezo adjungalt egyenlet is fennall.

(VIE©D) (z) = (V| V* (z) . (1.2-13a)

Az (1.2-13) sajatértékegyenletet kielégito |V') allapotokat koherens allapotoknak nevezziik.
(1.1-7) felhasznalasaval (1.2-13) igy irhato

ED (T 0)[V) = i) V2mha W (T are | V) =
k

ZZ \/ 271'5&«%7/6 (?) Uke_iwkt‘| |V> .
k

(1.2-14a)
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ahol bevezettiik a v, komplex szamokat, melyek a megfelel$ ay, eltiinteté operatorok (komplex amplitddo op-
eratorok) sajatértékei.

a,|V) = v |V) , V. (1.2-14b)
(1.2-14b) alapjan |V)-t az egyes modusokhoz tartozo |vy) allapotok direktszorzataként vehetjiik fel, vagyis
V) = o) Jv2) ... Jog) ... = {we}) (1.2-14c)
és
a |vk) = vy |vg) , Yk (1.2-15)

(vi, tetszOleges komplex szamok). (1.2-13), (1.2-13a) és (1.2-14a) alapjan latszik, hogy a |V') koherens al-
lapothoz tartozo V (z) figgvény a kovetkez6 alaku.

V(T t) =iy 2mhwpug (T7) vge ™+ (1.2-16)
k
Egyszertien belathatd, hogy
(VIE(7,t)| V) =2ReV (7,t) , (1.2-16a)

tehata V (77, t) fiiggvény a klasszikus koherencia elméletében hasznalatos analitikus szignal kvantumelektro-
dinamikai analogonjanak tekintheto /4/.

1.3. A sugarzasi tér koherens allapotai

Mindenek elott meg kell jegyezniink, hogy a jol ismert kvantummechanikai harmonikus oszcillator koherens
allapotait Schrodinger mar 1926-ban publikalta. Ezek a rendszer legklasszikusabb allapotai, abban az értelem-
ben, hogy a Heisenbert-féle bizonytalansagi szorzat (AxAp > g) ilyen allapotokra a minimalis értékét veszi
fel. A koherens allapotok kvantumoptikaban vald hasznalhatosdganak felismerése Glauber érdeme [6].

Az alabbiakban a koherens allapotokkal kapcsolatos néhany fontosabb Osszefliggést kozliink bizonyitas
nélkiil. Az attekinthetdség kedvéért csak egy modussal foglalkozunk, és a modusindexet nem irjuk ki. Mint
lattuk, a |v) koherens allapot az @ abszorpcids operator v sajatértékhez tartozo sajatvektora,

alv)y =wvlv) . (1.3-1)

Tudjuk, hogy a fotonszam-sajatallapotok a mddushoz rendelt Hilbert-téren teljes ortonormalt rendszert alkot-
nak, ezért e bazisban az imént definidlt koherens allapotok is nyilvan kifejthetok. A sajatérték-egyenlet és a
normaltsag figyelembevételével a kovetkezot kapjuk.

lv]?

[ee] ’Un B
|v>—n§::om|n>e . (1.3-2)

: 2
Igy [[[o)]” = (v[v) = 1.
(1.3-2) alapjan latszik, hogy koherens allapotban a fotonszam eloszlasa Poisson-eloszlast kovet:

n

A
wy = |(nfn)* = Z-e™ , ahol A = [of* . (1.3-3)
n:

A koherens allapotok a modus Hilbert-terében teljes rendszert alkotnak

/dQU T2,
— ) {(v| =1, dv=d(Rev)d (Imv) (1.3-4)

(az integralas a teljes komplex v-sikra értend6), azonban nem ortogonalisak.
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[(ulo)]? = e~luvl” (13-5)

Az (1.3-2) kifejtés, valamint az alabbi Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) -formula eAT5 = e4eP e~ z[AB],
ha [A,[A, B]] = 0 = [B, [A4, B]] alapjan belathato, hogy tetszés szerinti paraméterti koherens allapot a vaku-
umallapotbol az alabbi unitér transzformacioval eldallithato:

la) = D () |0) , ahol D () = exp [a® — a*a] , (1.3-5a)

ezért D-t a megfeleld koherens allapot keltd operatoranak tekinthetjiik.

A 1ézerekbdl kijovo fény jo kozelitéssel magas gerjesztettségii koherens allapotban van, ezért mint az am-
plitddd mind a fazis relativ szorasa igen kicsiny (a gerjesztettség fokaval egyre csokken). Jogos tehat a 1ézerfényt
sok esetben az alabbi klasszikus stabil monokromatikus sikhulldammal jellemezni.

E = FZsin (wt % ?) (1.3-6)

Az F amplitadoba gyakran bele szokas érteni egy adiabatikus be-kikapcsolasi faktort is, F' = Fye~TI*l ahol T
a targyalt folyamatban szerepl6 Osszes frekvencianal kisebbnek van feltételezve.

1.4. Klasszikus elektron kvantalt sugarzasi tere

Az alabbiakban a kiilso (egyszer, s mindenkorra adott) elektromagneses sikhullamtérben mozgd nemrelativiszti-
kus elektron kvantalt sugarzasi terét vizsgaljuk e tér Schrodinger-egyenletének egzakt megoldasai segitségével.
Bebizonyithat6, hogyha a sugérzasi tér kezdetben vakuumallapotban volt, akkor barmilyen klasszikus dram-
forras hatdsdra minden modusa koherens allapotba keriil. Ezek alapjan kiszdmithatjuk az adott lézerfénnyel
gerjesztett elektron jelét, a sugarzas normalmodusaiba tartozo sugarzas spektralis eloszlasat.

A j (7,t) aramsiiriiség sugarzasi tere |®) allapotvektoranak iddbeli valtozasat kolcsonhatasi képben az
alabbi egyenlet irja le.

0 1
()= (=2 [ @7 (7.0 D0 j9) = Huelo) (141
ahol 4 a sugarzasi tér kvantalt vektorpotencialja, amely sikhullamok szerint kifejtve a kovekezo alaka
- = - — (77 .= —x (77 .= +
A(7,t) = Z g (k,)\, T ,t) a?’)\JrZ g (k‘,)\, T ,t) ap (1.4-2a)
A A

— (7 \ 2mh \* _ (= ik T —iwpt 7

g(k:,)\;r,t)zc - E(k’,)\)e ’“’,wkzc‘k“. (1.4-2b)
ka3

— — —
Itt k az egyes Fourier-komponensek hullimvektora, & (k 7)\) a k -hoz tartozé A indexii polarizacios
egységvektor, L3 a kvantalasi térfogat. Az a7, amplitudok az

+ _ ; N + _
[a?,)\,aﬁw} = 5;’7?5>\,N és [a?’/\,a?w] = {a?ﬂva?’)\/] =0 (1.4-2¢)

felcserélési relaciokat elégitik ki.
(1.4-1) megoldasai klasszikus aram esetén konnyen felirhato, ugyanis alkalmazhato a

9B L, (0B 1[0B 0B 1[0B .
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formula, ahol feltettiik, hogy [B , {B, BH = [B , {B, BH = 0, s ez persze itt teljesiil, mivel [B , B] egyszer(l
t

szam (c-szam), esetiinkben a B = f% J dr H;py (1) alakot 6lti majd. Vegyiik fel ugyanis (1.4-1) megoldasat
to

az alabbi alakban,

t

|® (t)) = exp f% /dT Hipe (1) 4+ F(£)] ¢ |@ (t0)) . (1.4-4a)

ahol f meghatarozhat6 c-szam fliggvény. Ezt a megoldando egyenletbe helyettesitve (1.4-3) felhasznalasaval
belathato, hogy f-nek az alabbi differencial-egyenletet kell kielégitenie ahhoz, hogy (1.4-4a) valdban megoldas
lehesse:

t

g

G | Hie 1), / dr Hin (7)| . (1.4-4b)
to

(1.4-4a)-bdl H;,,; konkrét alakjanak felhasznalasaval kapjuk:

(1) =[] D[ag, 0] 1@ ) 7, (1.4-5)
E A

ahol a D operatorok a mar bevezetett unitér transzformaciok, vagyis koherens allapotok kelt6 operatorai.
Az (1.4-5)-ben szerepld « paraméterek H;,,; integralasabol adodnak.

¢
ap (b)) = é /dT/d3T7 (r',7)-g* (?,)\;7,7) . (1.4-5a)
to

A klasszikus forras tehat (1.4-5) és (1.3-5a) szerint a vakuumbdl koherens allapotokat general.

Az allapotok komplex paraméterei 1ényegében az aramsiriiség Fourier komponenseinek id6 szerinti inte-
graljai. Az is igaz, hogyha a tér kezdetben egy tetszdleges koherens allapotban, akkot az aram hatasara ismét
koherens allapotba megy at. Ezt a D () D (8) = D (a + () exp [i Im («8*)] szorzési szabély alapjan igazol-
hatjuk. Azt latjuk tehat, hogy |®g) o |{ap}) attranszformalodik az |{ag + S}) tipust koherens allapotokba.

1.5. Elemi megfontontolasok a kvantalt sugarzasi tér fazisarol

A 1.1 alfejezetben lattuk, hogy a sugarzasi tér normalmodusainak kvantalasakot a modusok amplitidoit az @
operatorokkal vessziik aranyosnak. Igy az [a,a*] = aat — ata = 1 felcserélési osszefiiggések alapjan az
energia lehetséges értékeire a kisérletekkel dsszhanban 1év6 diszkrét energiaspektrum adédik, mivel az n =
ata szamoperator sajatértékei a nemnegativ egész szamok. A formulak jobb attekinthetdsége érdekében a
kovetkezOkben a modusindexet egyeldre elhagyjuk, €s az operatorokat egyszeriien nagybetiivel, a c-szamokat
pedig kisbetiivel jeldljiik (tehatpl. @ — A ésata =n — N).

Egy 2 komplex szam felirhato egy valos €s egy tisztan képzetes rész dsszegeként, vagyis z = = = iy, ahol
T = % esy = 557 " E derékszogli felbontas’ mellett egyszeriien adodik a polarfelbontas is, amely szerint
z = |z| €?, vagyis z = €'?\/2*2. Ha a modulust |z| = r-rel jeldljiik, akkor a komplex szam szokésos poléarko-
ordinatas alakjahoz jutunk, és a derékszogii komponensekre kapjuk, hogy x = 7 cos ¢ és y = rsin p, ahol p-ta
komplex mennyiség fazisanak (polarszogének) nevezziik. A klasszikus mechanikaban ez a felbontas Iényegében
a hatas- és szogvaltozokra valo attérésnek felelne meg egy linearis mozgas esetében, ahol a z komplex sik az
x — p, fazistérbeli sik megfeleldje lenne. Természetesen felvetddik a gondolat, hogy a kvantalt amplitadokra
is elvégezziink hasonlé felbontasokat. A derékszogl felbontas problémamentesen megtehetd, s az igy kapott
X =(A4+A%)/28Y = (A — A*) /2i Gn. kvadratirak (hermitikus operatorok) az x és az y valds szamok-
nak felelnek meg. Az [X,Y] = % felcserélési Osszefliggés a helykoordinata és a hozza konjugalt impulzus
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bontasaval probalkozunk, akkor azonban sulyos nehézségekbe iitkoziink, s valojaban ez az eljards egyszertien
nem vezet eredményre, amint ez a funkcionalanalizisbél régota ismeretes. Az A = e/ A+ A formalis (és
nem is 1étezd) felbontasban P jatszana a hermitikus fazisoperator szerepét, s ha ilyen 1étezne, akkor kozvetlentil
értelmezhetd lenne az [N, ®| = ¢ Heisenberg-tipusu felcserélési torvény. Ez esetbe a fotonszamra és a fazisra
fennallna (AN)* (A®)* > 1 ahatarozatlansagi relacio, ahol a kvantummechanikai szorasnégyzetet szokasosan
a kovetkezo atlagértékkel definialjuk:

AN = /(N = (N)?) = JIN2) = (N)*, (V) = INT9) , (N?) = (6 [N?[w) . (15-1)

A kozvetlen polarfelbontas lehetetlenségét Fritz London mar 1927-ben (nem sokkal Diracnak a sugarzasi
tér kvantalasat targyald alapvetd cikke megjelénését kovetden) bebizonyitotta a kovetkezd egyszerti gondo-
latmenettel. Vezessiik be az E exponencialis fazisoperatort (a z = e*?/z*z komplex szamokra érvényes
felbontasra gondolva) a kovetkezoképpen:

A=EVN,N=ATA, E=)Y |k)(k+1], A" =VNET, E* =) [k+1) (k| . (1.5-2)
k=0 k=0

(Megjegyezziik, hogy az irodalomban eléfordul még az £ = &'® szimbolikus jelélés is.) Az (1.5-2) egyen-
letben a {|k), k=0,1,2,...} vektorok a fotonszam-sajatallapotok ortogondlis és teljes rendszere, vagyis

N k) = k|k), (k]l) = i és kzo |k) (k| = 1. Az (1.5-1) egyenletben szerepl$ definiciok alapjan egzak-

tul szarmaztathat6 [E, N| = E és [E+, N] = —E™ felcserélési dsszefiiggések formalisan teljesiilnének akkor
is, ha E-taz E = ¢'® alakban vennénk fel, és eldirnank a mar emlitett [N, ®] = 7 ‘hatés-szdg kanonikus felc-
serélési torvényt’. Ez az eljaras azonban ellentmondasra vezetne az eredeti [A, AT] = 1 amplitudd kvantalasi
feltétellel. Ennek az az oka, hogy az A-bol definialt E exponencialis fazisoperator nem unitér, hanem csak ‘félig
unitér’ (pontos matematikai terminolégiat hasznélva: parcidlisan izometrikus). Valoban, EE™ = 1 érvényes,
de ugyanakkor ETE = 1 — Py, ahol Py = |0) (0| a vakuuméllapot projektora. Kovetkezésképpen E és ennek
E™ adjungaltja nem irhatok fel igazi exponencialis kifejezésekként, vagyis e**® alakban, ahol egyetlen kozos
® hermitikus fazisoperatort haszndlnank. Ezt a ‘hidnyossagot’ a komplex szamsorozatok 2 terén értelmezett
matrixtranszformaciokkal a kovetkezo egyszert alakban fejezhetjiik ki:

1 00
. 01 0
EET=110 0 1

S O O
O = O
— o O

,ETE = (1.5-3)

Bar, amint az imént lattuk, a hermitikus fazisoperator értelmezése nehézségekbe iitkdzik, a komplex szamok
esetében érvényes Moivre-képletbdl kapott cos ¢ = (' + e~#?) /2 éssinp = (e'? — e~%?) /2i trigonometri-
kus kifejezésekkel analég C ‘kvantum Kkoszinusz operatort’ és S ‘kvantum szinusz operatort’ azonban
minden tovabbi nélkiil definialhatjuk, amint ezt Susskind és Glogower (1964) javasolta:

CEH,SEH,GQ+S2:1—&¢1. (1.5-4)
2 2i 2

Az exponencialis fazisoperator parcialis izometriaja miatt a kvantum ‘koszinusz’ €s szinusz’ négyzetdsszege
nem 1, és kommutatoruk sem nulla, amit abban az esetben kapnank, ha mindkett6 egy k6z6s fazisoperatorral
lenne kifejezhet6. Mindenesetre a kdvetkezo felcserélési relaciok jol definidltak, hasonloan a beldliik szarmaz-
tathat6 hatarozatlansagi relaciok is, amelyeket Carruters és Nieto (1968) tanulmanyozott el6szor.

Py

[Sac]:?zv

[N,C] = —iS , [N, S] =iC. (1.5-5)
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UQ(W)EMZ

@ (1.5-6)

1
1
A fenti egyenletekben W jel a kvantalt modus valamilyen tetszéleges allapotara utal, amelyben a (AN)?, (AC)?
és (AS )2 szorasnégyzeteket értelmezziik, amint azt az (1.5-1) egyenletben is tettiik.

Azokat a “kritikus (minimalizald) allapotokat”, amelyeken az U; (V) bizonytalansagi szorzat a minimalis
1 érteket veszi fel Jackiw (1968) talalta meg. Itt réviden azt az esetet vizsgaljuk, amikor (C) = (¥ [C| W) =0
és v = (S) # 0, valamint a v = (N) atlagos fotonszdm nem esik egybe valamilyen egész szdmmal. Az ilyen
tipust fotonszam-fazis minimalis bizonytalansagi allapotok a kovetkezod konkrét alakban fejezhetok ki:

) =3 enln) = 13 (<) Loy (3) ) (1.5-7)
n=0 n=0

ahol I,, n-edrendii elséfaju modositott Bessel fiiggvény n ([27], formula 8.406.3), és  a || W]|* = (U] W) feltétel-
bdl adodo normalasi faktor. A ¢, kifejtési egyiitthatok a (v — n) ¢, = % (cn—1 + cny1) rekurzids Gsszefiig-
gésekbdl adddnak (a c—; = 0 kezdeti érték mellett), amelyek a minimalizalasi feltétel kdvetkezményei. A
peremfeltétel kovetkeztében (amely ekvivalens az 1, = 0 egyenlettel) v értéke a 25 < v < 2s + 1
savokra korlatozodik, ahol s = 0,1,.... Annak idején Jackiw (1968) cikkében megjegyezte, hogy “sajnos
ezek az allapotok, tigy latszik semmiféle fizikai jelentoséggel nem rendelkeznek”. Azonban egy nemrég meg-
jelent munkankban megmutattuk, hogy az ilyen tipusu (pontosabban: teljesen hasonlé struktiraju) allapotok
természetes mddon megjelennek, ha szabad elektronok Gauss-csomagjainak kolcsonhatasat vizsgaljuk maga-
san gerjesztett (intenziv) kvantalt sugérzasi térrel [28]. Az ‘elektron+ kvantalt modus’ rendszer nemperturbativ
targyaldsara a 7. fejezetben keriil sor, de a Gauss-csomagokkal torténo altalanositas részleteire ott sem tudunk
kitérni, ezért itt csak az emlitett publikacio egy részeredményén alapuld szemléltetd abrat kozliink a jelen rész
befejezéseképpen. (A témaval kapcsolatban lasd még: /28]) R

Nagy v = (N) & ny varhato fotonszamértékekre a kvantalt modus P redukalt siirliség-operatora a kovetkez

alakra hozhato:

R 0 R 1 A 2
P = Z Ino + k) pr (no + k[ + O (n 4) sk =Ik(@) e, q= §M2 (27”0) ) (1.5-8)
k:*’no
ahol a p = Hifw dimenzioétlan paraméter az elektromos térerdsség F' varhatd értékével aranyos. A ¢ men-

nyiségben még szerepel a fény hullimhossza )\, és az elektron hullamcsomag kezdeti szélessége w. A {py}

o0
statisztikai slyok nagy ng esetén normaltak, >, pp =1,ésazl_j (z) = Iy (z) Osszefliggés kovetkeztében
k=—oc0
az ng kezdeti centralis fotonszam koriil (tehat a £ = 0 rugalmas csatorna koriil) a k-fotonos abszorpciok és
indukalt emissziok valoszinlisége megegyezik.

A 3. abra azt a természetes eredményt is illusztralja, hogy az intenzitas novekedésével a fotoneloszlas
fokozatosan kiszélesedik. Végezetiil érdekes megjegyezni, hogy az (1.5-7) egyenletben szerepld, és pusztan
formalis megfontolasbol kapott allapotrdl a kvantumoptikai szakirodalomban (a fazis kérdésével Osszefiiggés-
ben, mintegy kotelezOen) gyakran emlitést tettek, ugyanakkor valdjaban egyfajta kuridzumnak tekintették, ép-
pen a kozvetlen fizikai jelentés hianya miatt. 40 év utan azonban kideriilt, hogy a kvantumelektrodinamika
legelemibb kolcsonhatasanak, vagyis a szabad elektron és kvantalt sugarzas kolcsonhatasanak elemzése soran
éppen ilyen tipusu fotonszam-fazis minimalis hatarozatlansagu allapotok adodnak ki, és szolgalnak természetes
bazisallapotokként.
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3. dbra. Az (1.5-8) egyenletben definialt {p;} fotonszameloszlast mutatja négy ¢ (négy atlagos intenzitas)
érték esetében, nevezetesen: (a) ¢ = 2.5, (b) ¢ = 5, (¢) ¢ = 25, és (d) ¢ = 50. Ha feltessziik, hogy a
hullamhossz és az elektron csomag szélességének aranya % = 41 x 103, akkor ezek a q értékek a kovetkezd
intenzitasoknak felelnek meg A &~ 10~ %cm esetén: (a) 1.25 x 10'2 - (b) 2.5 x 10121, (¢) 1.25 x 1013 1
és (d) 2.5 x 1013 1

2. Az intenziv 1ézerfény és elektron kolcsonhatasanak klasszikus elek-
trodinamikai leirasa

2.1. Nemrelativisztikus elektronpalyak monokromatikus lézerfényben

A relativisztikus Newton-egyenlet szerint az e toltésii, m tomegi részecske mozgasat a kovetkezo differencial-
r — r —_— r
egyenlet hatrozza meg (7 (t) a részecske helyvektora, v (¢) a sebessége)

d 1

= (mTy) =e (ﬁ +-V x ﬁ) : (2.1-1a)

1 _, 47

v = , UV =—

1_ (%)2 dt

Példaul monokromatikus sikhullam terében
E=F¢csin(wt—k-7),w=clk|, k-€=0,B=nxFE, n=— (2.1-1b)
]
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Nemrelativisztikus esetben az %-Vel aranyos tagokat elhagyjuk, ekkor

m7T = eFE sin (wt ~ k- F) . (2.1-22)

— —
Ez egy nemhnearls egyenlet megoldasa azonban igen egyszerii k és ¢ merdlegessége miatt. Mivel & -

_>()—0:> * - ()—k To—i—k T ot, ezért
m'—#:eF?sin[(w—?-?o)t—?-?o} . (2.1-2b)

Azwp = w — ? - ¥ o Doppler-eltolodott frekvencia nemrelativisztikus mozgéas esetén gyakorlatilag meg-
egyezik az eredeti frekvenciaval. Adiabatikus bekapcsolast véve a (2.1-2b) egyenlet megoldasa

el

v (t) = € cos (wpt — )+ Vo, (2.1-2¢)
mwp

— - el _, | — —

7 (t) = 5 € sin (wpt — @) + Vot + 7o,
mwi,

ahol ¢ = ¥ - 7 o. Egyszeriibben, ha a Doppler-eltolodast elhagyjuk:

T (t) = cue cos(wt) , T (t) = u%? sin (wt) . (2.1-2d)
™

Itt feltettiik, hogy az elektron kezdetben nyugalomban van az origdban.
Fentebb bevezettiik a ;¢ Gn. intenzitds paramétert, amely a kdvetkezOképpen adott:

1

I 2
eF _ { [W/em?2] }
= =109 —— 2.1-3
mew [w/eV] 7 ( )
ez dimenzidtlan, és numerikus értéke a M = £, ésazintenzitds = I = & F? kifejezésekbol
hatarozhaté meg. A fentiekben mar figyelembe Vettuk hogy az elektron negativ t61tésii (e = — |e| = —e, ahol

e az elemi toltés). Az aramsiriiség, pontszerii részecskékrol 1évén szo,

—

§ (7',t) = —ecu€ cos (wt) &3 {7} - ,ug? sin (wt)] . (2.1-4)
w

Ebben a specidlis esetben az eldz6 fejezetben latott (1.4-5a) Fourier-komponensek az

1
i 2mh \? SN _
az\= h(w,ﬁL?’) ecu (€€ (K,N) = (2.1-5)

t
/dT cos (wT) exp {—i,ugﬁ) € sin (W) + iw,eT
w

to

alakot oltik.

2.2. Felharmonikus keltés szabad elektronon, nemlinearis Thomson-szoras

Az el6z0 alfejezetben mar lattuk, hogy az intenziv 1ézerfényben mozgé pontszerii elektron sugarzasi terének am-

plitdéi a viszonylag egyszert (2.1-5) képlet alapjan analitikusan is megadhatok. Ezek explicit kiszamitasahoz

az alabbiakban még gyakran felhasznaland6 un. Jacobi-Anger-formulat hivjuk segitségiil /7/:
Jakobi-Anger-formula:

17



zz blngo Z J ”150 , (22-1)

n=—oo

ahol J,, (z) kozonséges n-edrendli Bessel-fliggvény. A fentiek szerint:

1 t
} 2 2 — - = .
ag (1) = —% (af[ii‘) ecu(€ - (?J))/dTZJn (,ug K - a)cos (wr) exp [ (wx —nw) 7] .

Ha e fenti formula id6fiiggd részében a koszinuszt exponencialisokra bontjuk, és az n dsszegz6 indexet (n — 1)-
ill. (n + 1)-re cseréljiik, akkor a fenti 6sszeg:

nd, (,uﬁ? ?)

Z:Z [(;_)'éexp[i(w,@—nw)ﬂl )

w5k

ahol felhasznaltuk az % [J,,—1 (2) + Jn41 (2)] = 2J, (2) rekurziv formulat, amely a Jacobi-Anger-formulabol
egyszerlien p-szerinti derivalassal adodik. Az id0 szerinti integralas elvégzés utan

t+t in [(ws —nw) &
/dr exp [i (wy; — nw) 7] = exp [z (Wi — nw) G O)} - [ nw;Z} ; *)
2 (W —nw) 5
ahol T' =t — ¢y a kolcsonhatasi id6, amelyrdl feltessziik, hogy T — oo.
Mivel
sin [(wx — nW)Tﬂ = [ drexpli(w, — nw) 7] — 270 (W, — W) **)
(Wi —nw) 5
T
2

ezért az v , amplitadok végiilis az aldbbi dsszegre redukalodnak:

1
i (27wh)\ 2 J,
AR = —% ( ; ) ecu (e (?,A))zn:ms (nw — w,,) {nz(z)] , (2.22)
ahol itt z = pf? - £, és az n dsszeghez természetesen csak az n = 1,2, ... indexi tagok adnak jarulékot. A

kisugarzott energia atlagértéke az alabbi képlet segitségével szamolhato.

{a|atala) = (0|D* (a)ataD ()| 0) = (0|D* (o) a* D (a) D (@) aD (a)| 0) = (2.2-3a)
=(0|(a™ +a*) (a+a)|0) =a*a= la|?
ahol felhasznaltuk a D operator eltolasi tulajdonsagat. Az idoegységre esé atlagos kisugarzott teljes energia
(sugarzasi teljesitmény)
1
7 (Hraa) = Z s | s (2.2-3b)

Megjegyezziik, hogy a (2.2-3b) formulaban a zérusponti energia mar nem szerepel. A keltett sugarzas w
hulldmvektorara vett 6sszegzés az alabbi formulak alapjan szamithato:
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Z L= Z . AngAngAn, = £££A/%A/@A/{z ... (**%)
2w 2w 21

Mg, My, Nz Mg, My, Nz

= (;)3/&"’/@...
é/d?’n...:O/dRHQ/dQ[?(?)]..., (%)

2 ™
/dﬂ[?(?)] Eo/d¢50/d95sin93... )

—
K

ahol 5 = % = {sin 0, cos ¢, sin 0, sin ¢, cos O, } a sugarzas ' terjedési vektora iranydba mutat6 egységvek-
tor. d2[ " (K)] (= d€2) a megfeleld térszdg (***)-ban természetesen Ang, . = 1,6 Aky . = 2ZAn, , . a
modusok legkisebb "tavolsaga" a & térben.

(oo}
Mivel | K| =k = =, ezért [ dr k% = & [ dw, w? ..., ésigy - az a , amplitidokban szerepl8k Dirac-

oy

0
deltak jelenléte kovetkeztében - ez az integralas igen egyszeriien elvégezhetd. A szort sugarzas lehetséges
frekvenciai:

we =nw,n=12... (2.2-4)

vagyis a beeso 1ézerfény Osszes felharmonikusa is gerjesztodik. (2.2-3b), (2.2-2), (¥***), (2.2-4), valamint
(2.1-3)-beli definicidja alapjan a sugarzasi teljesitmény az egyes harmonikusok jarulékainak dsszegeként all el6:

P:iPn,
n=1

ahol

Z’IL

2
P, = Irg/dfzz [T -7 (%, N nt (2‘](2)> , (2.2-5)
A

Zn=nu (s -E) .

Itt I a lézerfény intenzitasa és 7o = nf; ~ 3 x 10713 cm az un. klasszikus elektron sugar.
Az egyes harmonikusok differencialis hataskeresztmetszete (2.2-5) alapjan egyszertien adodik. A két lehet-
séges polarizacidra vonatkozo dsszegzés a kovetkezOképpen végezhetd el (a rovidség kedvéért itt 2 (=, \)-t

2 '-vel jeloljiik):

(T2 4+ (T T =(-FN(EL- )+ (T -EY)(eh-F) =
=T (o T+ ThoT,) T=F (I-F03) T =
:1—(?-?)2:1—(;052925111292\?><?|2

Itt felhasznaltuk, hogy { €}, €%, 5 } teljes ortogonalis rendszer a hiromdimenziés térben: 2 o €% + E4 o
—> - = T
€5+ so0s =1

Az n-edik harmonikus differencialis hatiaskeresztmetszete a fenti képlet és (2.2-5) alapjan:
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Tx7)]. (2.2-6)

do, d 2.0, (z0)\ 2 d
In _ UThn4< Tn (2 )> , ahol UTh:r(2)|

aQ - dQ Zn Q)

Itt % a Thomson-féle hataskeresztmetszet. Ha ezt a teljes térszogre kiintegraljuk, akkor a Thomson-féle
formulat kapjuk: o = 5773

A fenti képlet természetesen viszonylag kis intenzitasokra visszaadja a szokdsos Thomson-féle keresztmet-
szetet. Ez Gigy lathato be, hogy felhasznaljuk a Bessel-fiiggvények hatvany-sorat.

Mivel a Bessel-fliggvények a tovabbiakban is fontos szerepet fognak jatszani, gy gondoljuk, hogy célszerii
most dsszefoglalni néhany fontosabb tulajdonsagukat.

A Z, (z) Bessel-fliggvények (mas szoval hengerfiiggvények) az alabbi differencial egyenletet elégitik ki:

27, 1dZ, 2
+ +( V)Z,,ZO.

Z 1—
dz? z dz 22

A regularis megoldasokat a kozonséges Bessel-fliggvényeknek nevezzik, és J, (z)-vel jeloljik. Az irreg-

ularis megoldasok a Neumann-fiiggvények, vagyis masodfaji Bessel-fiiggvények, N, (z), a harmadfaju Bessel-

fiiggvényeket Hankel-fiiggvényeknek nevezzik, jeliik: o = g, (2) £ iN, (). A kozdnséges Bessel-
fiiggvények hatvanysora:

2\ k (E)%
Jy = (7> 1) 2
(2) =13 k_z:o( TNy
tehat J, (z) = F(fﬁ)f), ha |z| < v. Ha v egész, akkor I'(n+ 1) = nl. Ez azt jelenti, hogy ki |z| érték
esetén a Bessel-fliggvény jol kozelithet6 az alabbi formulaval J, (z) = %ﬁ Nagy |z| értékekre az aszimp-

totikus viselkedés J, (2) ~ 1/% cos (z —-nZ — %) Kis intenzitasokra (z — 0) (2.2-6) a Thomson-formulara

2
redukalodik, és 1ényegében csak az n = 1 alapharmonikus van jelen a szort fényben. (2.2-5) alapjan a kis ar-
gumentumokra érvényes aszimptotikus formula segitségével kdzvetleniil lathato, hogy P, o« I™, vagyis ebben
a hataresetben a kisugarzott jel n-edik komponense az intenzitas n-edik hatvanyaval aranyos. Ezt nevezziik
n-hatvany szabalynak, amely a nemlinedris folyamatokra viszonylag kis intenzitdsok esetén altalaban igaz.
Ezt a matematikailag igy szokasz kifejezni:

0 (log P,,)
0 (logI)
Ebben az esetben, ha a jel (jelen esetben P,) intenzitasfliggését log — log skalan abrazoljuk, akkor egy n irany-

tangestli egyenest kell hogy kapjuk.
Visszatérve a Bessel-fliggvények tulajdonsagaihoz: érvényesek a kdvetkezo rekurzios formulak:

n (I) fuggetlen I-tol, ha I "kicsi". (2.2-7)

1 n
) [Jn-1(2) + Jns1 (2)] = —Jn (2)
z
1 dJ, (z
() = i (9] = 22
Ervényesek a kovetkezo szimmetria relaciok:
o (=2) = Jon (2) = (~1)" Ju (2) (2.2-8)
Megemlitjiik még az alabbi addicios tételt:
+oo
Jn (14 22) = Y Juok(21) Jk (22) (2.2-9)
k=—o00

Egész n esetén az I, (z) un. modositott Bessel-fiiggvény a kozonséges Bessel-fliggvénnyel fejezheto ki:
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I () =i J, (i2) . (2.2-10)
Valos z-re I,, (z) valos értékd, hatvanysora a kovetkezo:
z ) n+2k

> 1
16 =3 i

2.3. Relativisztikus elektron trajektoriai intenziv sugarzasi térben

A (2.1-1a) relativisztikus mozgasegyenlet részletesen kiirva a kovetkezo alakot dlti:

d7T (t) —
d 1d7 (¢
2 M —e {E’ w7+ 2O B w7 @y (2.3-1a)
dt LT () 2 c dt
1- (E dt )
E{,7t)=¢F@n) ,n=t———=, B=1n X FE |, (2.3-1b)

c
ahol 2" a polarizacios egységvektor és 7 a terjedési vektor, valamint 4ltalanosan F (n) tetszdleges (j6 tulajdon-
sagu) fiiggvény lehet. Példaul egy wy centralis frekvencidji és 7y idobeli szélességli Gauss-impulzus esetében
irhatjuk:

1 821_[ 62 _n?/272
2 3t2(n) AL (n) = PFofo (n) cos (won + @o) , fo=go(n) =e 7 /270 (2.3-1¢)
0

F(n)=

ahol II a tér Hertz-féle potencialja, ¢y a vivo-burkoeloé faziskiilonbség és 27y+/log 2 az impulzus teljes szé-
lessége a maximalis érték felénél (az angolnyelvii irodalomban erre a mennyiségre a “full width at half maxi-
mum” kifejezés hasznalatos, amelyet FWHM-mel roviditenek). A (2.3-1a) egyenlet valojaban egy masodrendii
nemlinearis differencidlegyenlet-rendszer az 7 (t) palyara, és az els pillanatban reményteleniil bonyolultnak
tlinik, még abban az esetben is, ha idealisan monokromatikus térrel van dolgunk (tehat az f, burkolofiiggvény
konstans). Azonban viszonylag egyszeriien belathatd, hogy az altalanos megoldas tetszéleges F (7)) fiiggvény
esetében kvadratirara vezethetd vissza. Ehhez eldszor célszerli bevezetni az elektron dr sajatidé elemét a

dr = 4 definicioval, s ezutdn a mozgasegyenletbdl kiadodik, hogy a %2 = (1 - ) = o derivalt
mozgasallando, vagyis a fény térerdsségeinek argumentuma a sajatido linearis fiiggvénye a benne mozgd elek-
tron helyén. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil tekintsiink egy x-irdnyban polarizalt és a z-irdnyban halad6
sikhulldmmal val6 kélcsonhatast, tehat legyen & = (1,0,0) és 7 = (0,0, 1). Ekkor a (2.3-1a) egyenletbdl és
a relativisztikus munkatételbdl a kovetkezo egyenletek nyerhetok:

— —
n-v

c

APz v, 2z 1d [dx\®
madiq’]Q = 7€F (T}) , = Y (1 — ?) = const. y d7772 = ?cdi'r/ (d’rl) y (23-23)
d*y 2 2 1 da\?
d7772 =0 , Yymc® =mec + 5Tn d—n . (23—2b)

A (2.3-1a) egyenlet elso egyenletét kiintegralva, megkapjuk ‘é—f?—t, s ezt a harmadik egyenletben szerepeltetve

g—;—t, majd z (n)-t is meghatarozhatjuk, elvileg tetszéleges alaku F' (1)) impulzus esetében. Ez annak kdszonhetd,
hogy a fenti (egzakt!) egyenlet formalisan a (2.1-2b) Newton-egyenlettel azonos az 7 — ¢ helyettesitéssel. A
(2.3-2b) egyenlet masodik egyenletébdl az elektron teljes enegidja is kiszamolhato altalanos esetben. (2.3-1c)
és (2.3-2a, 2.3-2b) szerint az elektron x-koordinataja a Hertz-potenciallal aranyos, ezt koszinus-impulzus esetén
(¢o = 0, vagyis nulla vivo-burkol6 faziskiilonbség esetén) a 4. abran szemléltetjiik.

A 5. 4brén a longitudinalis mozgas id6fiiggését €s az x — z sikban torténd mozgas alakjat abrazoltuk.
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valo kdlcsonhatas esetén. A vizszintes tengelyen a hullam argumentuma van a 7" otikai peridodusido egységében
felmérve, a fiiggdleges tengelyen a maximalis amplitidora normalt koordinata értékei szerepelnek. Koszinusos

Gauss-impulzussal szamoltunk (¢o = 0), és az intenzitds paramétert y = 0.9-nek vettiik, amely az Iy ~
108 cTr}[n/2 relativisztikus intenzitasnak felel meg h = 1eV energidju optikai fotonok esetében.
e ] "t | __>— 1
12} ] 12 ]
S I :
é 6L ] ;: 6: 4
N Nof
i 7 i i '
12 L L L T 1] S |_-\-\q-_|' P S R S S St
-3 -2 -1 0 1 2 3 -05 0.0 05
n/T X[u(d/21)]
(2) (b)

5. ébra. A 5(a) abran az elektron longitudinalis helyzetének (vagyis a terjedési vektor iranyaba eso
z-komponensnek) az idofiiggését abrazoltuk azonos paraméterértékekre, mint a 4 abra esetében, nulla
kezddsebességet feltételezve. Lathatd, hogy a mozgas egy szisztematikus eltolodast ("driftet") tartalmaz, ame-
lyet a klasszikus sugarnyomds eredményének tekinthetiink. Az eltolodas sebessége az intenzitassal (u2-tel)
aranyos. A 5(b) abra vilagosan mutatja, hogy az elektron mozgasa relativisztikus esetben nagymértékben eltér
az egyszert harmonikus mozgastol.

Ha a z-iranyt haladast kitranszformaljuk, akkor szembetiind a koszinusos és a szinuszos valtozasu inten-
ziv 1ézertérbrn megvalosuto trajektoridk jelentds kiilonbozdsége, vagyis a vivé-burkold faziskiilonbségtol valo
fliggés.
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05 0.0 0.5 205 0.0 05
X[u(d/2r)] X[u(A/2m)]
(@ ()
6. dbra. E két dbra lényegében a 5(b) abranak felel meg koszinuszos (¢ = 0) €s szinuszos (po = —7) im-

pulzussal valé kdlcsonhatas esetén. Annak érdekében, hogy a két eset kiilonbozoségét egyértelmiien bemutas-
suk, az eredeti z-koordinatabdl a drift-mozgast kitranszformaltuk, és az igy kapott z’-koordinatat szerepeltettiik
a fiiggdeges tengelyen. Mind a baloldali mind a jobboldali abrédn a trajektoria kissé az orig6 alatti helyrdl indul
a negativ értékek felé, aztan a pozitiv z’-értékek felé halad, majd "fentrdl" tér vissza az origdba.

¢o = —7/2

10° :

0.0, <

' [p(A/2m)]

100 :

20f >~ | T
_05 0.0 05
X[p(d/27)]

7. 4bra. Ezen az abran egy hosszabb (20-ciklusos) szinuszos 1ézerimpulzussal vald kdlcsonhatas soran kialakuld
elektrontrajektoriat abrazoltunk gy, hogy a z-iranyu drift-mozgast javarészt kitranszformaltuk. Az elektronnal
egzaktul egyiitt halado koordinatarenszerben a trajektoridk lemniszkata alakuak. Ezek a hires 8-as alaku trajek-
toriak (az angol nyelvili irodalomban ezt a mozgast "figure-8 motion"-nak nevezik). Az abran mutatott gorbe
mentén az elektron a (0, —1.5) koordinataji pontbol indul negativ 2’-értékek felé, majd attér a pozitiv értékekre,
ahol a (0, +1.2) pontig kdvettiik mozgéasat.

A 7. abran a drift-mozgast azért nem transzformaltuk ki teljesen, hogy érzékeltessiik, hogy valdjaban idealis
8-as alakll mozgas még a kezdetben nyugvo elektron esetében sem valosul meg. Ebbdl a szisztematikus mozgas-
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bol ered a nemlinearis Thomson- (Compton-) szoras esetében a felharmonikusok intenzitasfiiggd frekvenciae-
eltolodasa, amely tehat a Doppler-effektus egy specialis esete.

2.4. [Egy egyszerii példa a vivo-burkolo faziskiilonbség (abszolut fazis) hatasanak szem-
1éltetésére linearis esetben

A vivo-burkol6 faziskiilonbségnek, vagyis a lézerimpulzus abszolit fazisa hatdsanak kisérleti és elméleti
vizsgalata fontos szerepet jatszik a fazisstabilizalt parciklusos impulzusok fizikajaban. Itt eloszoris két kérdés
vetodik fel természetesen: Milyen pontossaggal lehetséges a gyakorlatban azt elérni, hogy egy impulzussorozat-
ban mindegyik impulzus mondjuk koszinusz-tipusu legyen, és van-e elvi hatara az abszolut fazis bizonytalan-
saga csokkentésének? A masodik kérdés az, hogy milyen folyamatok, kdlcsonhatasok vizsgalata segitségével
lehet megmérni az abszolut fazist? Itt a masodik kérdéssel foglalkozunk, a fazis kvantum-bizonytalansaganak
problémakérére a jegyzet masodik részében szandékozunk részleteiben visszatérni. A régebben altalanosan
elfogadott, s a tankdnyvekben is hangoztatott nézet szerint az elektron gerjesztési valosziniisége vagy ioniza-
cidja nem fligg a gerjeszto sugarzas abszolut fazisatol. Az ujabb vizsgalatok azonban megmutattak, hogy igenis
l1éteznek olyan tobbfotonos folyamatok (pl. nemlinearis Auger-effektus), amelyek hozama érzékeny az abszolut
fazis értékére. Ennek eredményeképpen viszont az lett a széleskortien vallott vélemény, hogy a vivo-burkolod
fazistol vald fliiggés kimutatasahoz feltétleniil a nemlinedris tartomanyban kell vizsgaldodni. Ez a manapsag
tanulmanyozott folyamatokra kivétel nélkiil érvényes, azonban a kutatok figyelmét elkeriilte Fearn és Lamb
1992-es munkaja, amelyben megmutattak, hogy a linearis fotoeffektus is érzékeny a kivalté impulzus koszinu-
sos vagy szinuszos karakterére. E helyett a kvantummechanikai példa helyett mi itt egy lényegesen egyszeriibb
klasszikus rendszert vizsgalunk.

Tekintsiink egy e toltéssel és m tomeggel rendelkezo csillapitott linearis oszcillatort €2 sajatfrekvenciaval
és I csillapitasi tényezovel, s tegyiik fel hogy ezt egy altalanos Gauss-impulzussal gerjesztjiik. A rendszer
Newton-egyenlete a kdvetkezo:

d? d
Wf + rd;: 0% = 7%F (t) , F(t) = Foe /™" cos (wot + o) - (2.4-1)
Az egyenletet Fourier-transzformalva az oszcillator amplitiddspektrumara (ezt nevezhetjiik egyfajta frekven-

ciafiiggd ,,szuszceptibilitasnak™ is) a kovetkezo kifejezés adodik:

2_ () % 2 _ 2 2
|z (w)|” = ( ) ) T |F (w)|” = |C ()| [cosh (27%wwp) + cos (2¢0)] , (2.4-2)

ahol |C (w)| nem fiigg a ¢y abszolut fazistol. Mivel cos (2¢pg) —1 és +1 kozott valtozik (7 periddussal),
természetesen adodik a kovetkezd M (w) modulaciés fiiggvény bevezetése:

T 2 P
M= T o]~ e @ss

min

A fenti fiiggvény az optikaban jol ismert lathatosaggal analog mennyiség, tehat a fazis valtozasakor bekovet-
kez6 modulacios mélységet jellemzi szamszer(ien. Tekintettel a gerjesztés linearitasara, a modulacios fiiggvény
nem fiigg az intenzitastol. A 8. abra szerint a modulacié csak kis frekvencidknal szamottevo, azonban a jel
(esetiinkben az indukalt dipdl) pont kis frekvenciakra kicsiny, mivel a gerjesztd spektrum maximuma w = wy
kornyékén van.

Ezen egyszerii modell szerint a linearis tartomanyban a valasz spektruma koveti a gerjesztés spektrumat.
Hogyha a rendszer egy alacsonyfrekvencias rezonanciaval rendelkezik, amint ezt a 9. abran illusztraltuk, akkor
ezen a helyen a modulacio jelentds. A rezonans jel maga megndvekszik, s egyben a modulécié is szamottevoen
fligg az abszolut fazistol. Ezt a 10. abra mutatja.

max
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Modulation function for wgr=3 and 5
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8. abra. A (2.4-3) egyenletben definialt modulacios fliggvényt mutatja 1ényegében harom- és 6tciklusos Gauss-
impulzus esetében (felsé gorbe: wor = 5, alsod gorbe: woT = 3).

Amplitude spectrum for woer =3
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9. abra. A linearis oszcillator amplitado (dipol) spektrumat mutatja 2 = 0.1wy sajatfrekvencia és I' = 0.005wg
csillapitasi tényezo esetén.

3. Az intenziv lézerfény és elektron kolcsonhatasanak szemiklaszikus
leirasa
3.1. Dipolkozelités, mértéktranszformacio a klasszikus mechanikaban és a kvantum-
mechanikaban

Amint azt az 1.2 alfejezetben lattuk, az optikai frekvenciajii (A ~ 10~ ¢m hullamhossz) sugarzasssal kdlcson-
hat6 atomi elektronok szempontjabdl ae sugarzas homogénnek tekinthetd (azaz a helyfiiggése elhanyagolhato),
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08 ¢o — dependence at resonance
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10. abra. A (2.4-2) egyenlet alapjan a dipélmomentum rezonans (az w = 2 = 0.lwy frekvencianal felvett)
értékének valtozasat mutatja a vivo-burkolo fazis fliggvényében.

mivel az atomi méretek (ag ~ 108 c¢m) a hulldmhossznal sokkal kisebbek. Ebben az esetben a fény altal
indukalt atmenetek az atomi dipolmomentum atmeneti matrixaelemeivel jellemezhetd, ezért ezt a kozelitést
dipolkozelitésnek hivjuk. Most megvizsgaljuk, hogy az elektron (vagy alalaban valamilyen to1tott részecske)
mozgasegyenletinek felirasahoz mllyen lehetosegek kinalkoznak e kozelitésben.

A klasszikus mechanikaban az m 7 = eE nemrelativisztikus Newton-egyenlet az [ Lagrange-efliggvényre
vonatkoz6 kovetkezd variacios elvbol is szarmaztathato:

to
5/dtL (?,—%’,t) —0, (3.1-1)
2 h — — — —
ahol L = %m? +§?- A—¢€V,és E = —%83—’;‘ - VV.
= —
—%%‘ = —%% = FE,(t) a sugarzasi tér elektromos térerc’issége dipolkozelitésben, V' az elektront érd
egyéb hatasokat leiro potencial, pl. H-atom eseténben eV = — = . A hatasintegral variaciojanak eltinésébol

a masodfaju Lagrange-egyenlet fennallasa kovetkezik, s ebbol egyszerli szamolassal a fenti Newton-egyenletet
kapjuk:

d 0L oL N — =
e R B [E (fvv)} .
dt g7 0T mr=el bt

Bevezetvea p = g—i kanonikus impulzus és a H (7, 7',t) = P - 7 — L Hamilton-fiiggvényt, L (3.1-1)
alakjabol:

1 2
S (? _ A (t)) eV, (3.1-2)
2m c
A kanonikus mozgasegyenletekbol természetesen szintén a fenti Newton-egyenlet adodik:
=T g =T w7 —e B+ (-TV)].
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Mint tudjuk, két olyan Lagrange-fliggvény amelyek egy tetszoleges fiiggvény ido szerinti derivaltjaban

ed (=

kiilonboznek egymastol ugynahhoz a mpzgasegyenlethez vezetnek. Ha a fenti L-bdl az < 7 (r X) =

|- A+ 1 - % teljes derivaltat kivonjuk, akkor a kapott 0j L' Lagrange-fiiggvényben a régi kolcson-

hatési tag helyetta —£7 - 44 kifejezés szerepel.

—
1 2 e, dA

I_— _—— - — -

L = 2mr p T i ev. (3.1-3)

Az ennek megfelel6 Hamilton-fiiggvény:

2

H’—;L—er "E () E+eV (7). (3.1-4)
m

oA
ot
, . ’ o — = & . . v s e v 1rex

tételeztiik fel. A H'-ben fellépd —er” - Es = — d - E 5 dipdlenergia miatt ezt a kdzelitést dipélkozelitésnek
nevezziik. A fenti kozelités jogossagat mar megindokoltuk. Most arra vagyunk kivancsiak, hogy a kvantum-
mechanikaban mi a megfeleloje ennek.

Ha a klasszikus modellen tullépiink, akkor az elektront is - hasonldéan a fényhez - térmennyiséggel (hullam-
fiiggvénnyel) kell leirnunk. Ez a szemiklasszikus elmélet. A kiilonb6zdé mértékbeli Hamilton-fiiggvényeknek
az elektron Hilbert-terén haté operatorok felelnek meg a szokasos korrespondencia elvvel osszhangban Mind

a klasszikus mind a kvantummechamkal leirasban az elsd esetben a kanonlkus impulzus o = m7 + ¢ A , mig

Az utobbi formula szarmaztatasakor mar feltettiik, hogy % R vagyis a sugarzasi tér homogenitasat

a masodik esetben p = m 7, tehat az elsé esetben (7’ - A-mertek) az mT kinetikus impulzus kulonb021k a
kanonikus impulzustél, ugyanakkor az 7 - E—tipusé kolcsonhatas esetében azzal megegyezik.

A kvantummechanikai targyalas formailag ugyanazt adja mint a fenti klasszikus megfontolasok. (Itt idei-
glenesen a ~ jel6lést hasznaljuk az operatorjelleg hangsulyozasa érdekében.)

Ha a 1) hullamfiiggvény a fenti helyzetben a kdvetkezd Schrodinger-egyenletet elégiti ki

~ oY i 1 (=5 e= 2 ~ = L=
Hy =ih—, — | P —-—-A) +eV, p =—ihV, (3.1-5)
ot T 2m c
akkor tetszoleges x (7, t) fiiggvénnyel (melyet a mértéktranszformécio generétor fiiggvényének neveziink) a
) = ie = ie 8
W = exp [;;x (7, t)} b és H' = eTHEXHemiex — Za—’; (3.1-6)
transzformalt mennyiségekre (3.1-5)-tel teljesen analdg egyenlet teljesiil
- o / _ 1 /\ = 2 .
H'Y' =ih id ,ahol H = — (P — Yy +eVv’, (3.1-7)
ot 2m c
ahol bevezettiik az in. masodfaju mértéktranszformaciot az elektromagneses potencialokra:
Y 10
XﬁA’:_A’jL?X,V—m’—V—fa—f (3.1-8)
c

' - o r r s r . r r r . rer
(Hangstlyozzuk, hogy itt A vektorpotenvial és a V' skalarpotencial térfiiggésére még semmit megszoritis nem
sziikséges a fenti formulak érvényességét illetden.) Mint tudjuk, ezen transzformalt potencialokbol ugyanazon
elektromos téresrosség és magneses indukcié adodik a szokasos modon, mint az eredetiekbol:

-

Fo-vv-194 5_I14, (3.1-8a)
c Ot

E-_V /_iaé”ﬁzexﬁ



A (3.1-5), (3.1-6), (3.1-7), (3.1-8) egyenletek telsen altalanpssagban hasznalhatok. Ha dipdolkdzelitést
hasznalunk, akkor A csak idétol fligg, és - amint azt a klasszikus esetben mar lattuk - Z nullédvé tehetd.
Ehhez a y generatorfiiggvényt a kovetkezoképpen kell vélasztani: — 7 - A (t).

A fizikailag kiilonbdz6 mértékek hasznalata fizikailag természetesen egyenértékli mindaddig, amig a tek-
intett problémat egzaktul meg tudjuk oldani. A szamitott eredmények és a kisérleti tapasztalat kozott azonban
jelentds eltérés lehet abban az esetben, ha a sugarzasi tér hatasat perturbaciészamitassal vessziik figyelemben. A
- Z)-mérték, valamint az 7 - E -mérték nagysagrendekkel kiilonbozo eredményt adhat. Erre jo példa a spontan
emisszi6 analizise /8]. Ennek részleteiben itt nem megyiink bele, mindossze azt jegyezziik meg, hogy az 7 - E-
mérték (dipolkdzelitésben, ill., ha ezen tulmegyiink, és az elektromagneses tér magasabbrendli multipol tagjait
is hasznéljuk) a kisérleti eredmények értelmezése szempontjabol sokkal hasznosabb, mint a p’ - A -mérték.
Ez persze a vizsgalt folyamat természetétdl is fiigg, €s esetenként meg kell vizsgalni melyik mértéket célszert
hasznalni. A tovabbiakban mi az 7 - E -mértéket valasztjuk kiindulasi pontnak. A kdvetkezokben e-vel ismét
az elemi toltést (vagyis az elektron tdltésének abszolut értékét) jeldljiik, tehat e = — |—e| — e = |—e].

3.2. A Gordon-Volkov-allapotok dipolkozelitésben

A fenti diszkusszionak megfelelden az elektron fénnyel valod kolcsonhatasanak leirdsa érdekében az alabbi
Schrodinger-egyenletbdl indulunk ki. (Nemrelativisztikus leirdst hasznalunk és eltekintiink a fény elektromag-
neses terének térfiiggésétol.) (Itt mar az operatorokat nem jel6ljiik kalappal, ez a jelen esetben nem vezethet
félreértéshez.)

2
Hy = ilidyp , ahol H = ;4 teT - F(t),és F (t) = T Fsinwt (3.2-1)
m

A fenti egyenlet tetszoleges ¥ (t)-vel megoldhatd, mi itt elsdsorban a tiszta monokromatikus eset vizs-
galatara szoritkozunk. Az intenziv sugarzasi tér (roviden: lézerfény) elektromos téresrosségvektorat Feel
jeldljiik, linearis polarizaciot tételeziink fel, valamint az F' amplitidoba beleértiink egy adiabatikus be-kikapcso-
lasi faktort (err6l mar sz6 volt az 1.3 részben). A (3.2-1) -ben szerepld Schrodinger-egyenlet megoldasat roviden
Volkov-allapotnak fogjuk nevezni. Gordon /9] a hliszas évek masodik felében megadta a rola elnevezett Klein-
Gordon-egyenlet egzakt megoldasait tetszoleges sikhullamtérrel kolcsonhaté elektron esetére. E megoldasokat
1935-ben Volkov [10] lényegében ujra felfedezte, amikoris a megfeleld Dirac-egyenlet megoldasait hatarozta
meg. E pontos megoldasokra a tovabbiakban nincs sziikségiink, megelégsziink a nemrelativisztikus leirassal
dip6lkdzelitésben, vagyis a (3.2-1) egyenlet egzakt megoldasaival.

Induljunk ki a (3.2-1) egyenlet kovetkezd modositott konkrét alakjabol (a Dirac-féle bra-ket jelolést hasznal-
juk a kdnnyebb attekinthetoség kedvéért).

[Ho + e7 - E Fsinwt] |V (t)) = ihd; |V (t)) . (3.2-2)

Ha Hy = %, akkor |U (t)) = |¢(t)) egy Volkov-allapot. Egyébként Hy lehet egy olyan Hamilton-
operator, amely magaban foglalja az egyéb hatasokat is. Példaul Hy = 21’71 + V (7), ahol V (7) az elektront
érd egyéb hatdsokat reprezentdld potencidlis energia (tehat nem feltétleniil elektromagneses potencial, mint
ahogy az el6z0 alfejezetben feltettiik). A dipdlkdlcsonhatas a fenti egyenletbdl kikiiszobdlhetd, de cserébe egy
— 7 ;o 2 . Ly e -
p - A-tipusu és egy A=-tipusu kolcsonhatasi tagot kapunk.

Induljunk ki tehat a (3.2-2) egyenletbdl. Legyen |¥ (¢)) = U, (¢) |3 (t)), ahol

erT - eF
U, (t) = exp {Zhw coswt| (3.2-3a)
s igy az 0j transzformalt 4llapot egy 7’ - Z-mértékbeli Schrodinger-egyenletet elégit ki.
1 F 2 F
— (? T coswt> W () = ihdy | () , A = T coswt . (3.2-3b)
2m w w
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Itt [+ (t)) egy P - A -mértékbeli Volkov-allapot lesz. (3.2-3b) szerint érvényes a kovetkez6 egyenlet:

LT CA0) o) - (L ST A e o) = e ) . G239

2m c 2m  mc 2mc?

s emiatt beszéliink most Gn. 7’ - A -mértékrol. A fenti egyenlet konnyedén megoldhatd, mivel A=A (t) csak
az 1d6tol fligg.
Az A-es tagot azonnal kitranszformalhatjuk a kdvetkezd transzformacioval

t

o) =exp <1 [arst a0 o (0) = G O (1) (.24

2mc?
to

ahol

sin 2wt | . (3.2-4a)

; AE
U2 (f) = exp [_;AEQt —1 Qhﬁj

A fenti exponens kiszamitasahoz felhasznaltuk a cos? x = % (1 + cos 2z) trigonometrikus 6sszefiiggést, valamint
bevezettik a AFE5 valtéaramu Stark-eltolodast ("AC Stark-shift" az angol szakirodalomban), amelyet szokas
még ponderomotoros energia eltolédasnak is nevezni:

eAF? 1,

AFEy; = = gHmet. (3.2-4b)

dmw?
A p dimenziétlan intenzitasparaméter (2.1-3)-ban mar bevezettiik.
. . r . r” - . . r1.r r1:z r
Tekintsiik ezek utan a kovetkezd Ansatz-ot P’ - A eliminalasa céljabol:

t

o () =exp |~ =T+ [ dr A| 1o (0) = Uy 0) 2 1) (3.2-40)
to
ahol
U, (t) = exp [—;7 - @sin wt} (3.2-4d)

szintén egy unitér transzformdcid, amely egy eltolast reprezental. Az U, transzformdcié végiilis az o (t) =
o o sin wt klasszikus trajektoriaval valo térbeli eltolas generatora. Ezt altalaban Kramers-Henneberger-transzfor-
macionak nevezik [11], [12]. Itt

— — el - A
(e g =

o= (3.2-4¢)

mw? . SHon
A |1)o) transzformalt allapot a szabad Schrodinger-egyenletet elégiti ki, hiszen minden kdlcsonhatasi tagot
kikiiszoboltiink:

2y (1) = i (1) (3.2:40)
A fenti egyenlet megoldasa egyszertien felirhato:
i p?
2 () = Ui () 42 () Uy () = xp | 32 (0]

ahol az imént bevezetett unitér transzformacio a szabad terjedés evollicios operatora. A fenti eredmények 6ssze-
foglalva a (3.2-2) eredeti egyenlet egzakt megoldasainak altalanos alakjara a kdvetkezd kifejezést kapjuk [12]:
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(3.2-5)

(W (8)) = Ur (1) Up () Uz (£) Up2 (2) [¥ (t0))
Ha |V (ty)) egy impulzus sajatallapot, akkor (3.2-5) az adott impulzussal paraméterezett Gordon-Volkov-

allapot 7 - E -mértékbeli alakjara redukalodik:
(3.2-6)

Ur (t) Uy (8) Uz (1) Upe (1) [D) =

- — .

er - eF

= exp |:Z cos wt} exp [_h
2

exp {—i QRE; sin 2wt} exp [—2 (;n + AEz) t] 7).

Megjegyezziik, hogy a P - “A-mértékben a | ¥ (t)) Volkov-allapot teljes altalanossagban a kovetkezd tomor

formulaval adhaté meg:
. t 1 2
i e—
/dT— (7 + A ) | 17) - (3.2-7)

|\I/5> (t)> = exp ~%

2m

A (3.2-6) alak szarmaztatasakor feltettiik, hogy a lézerfény linearis polarizacioji. Cirkularis polarozacio
—
esetén (€'1, € 2, k jobbrendszert alkot) az elektromos térerdsség vektora igy irhato fel:
(3.2-8a-C)

E=-F (€ 1sinwt F €ocoswt) ,

s az ennek megfelelo vektorpotencial:
(3.2-8b-C)

F
=L (2’1 coswt + Egsinwt) =
w
_cF 1 (
w\/§ \/5

A felsd ill. also eldjel a jobbra ill. balra cirkularisan polarizalt fényre vonatkozik. Itt bevezettiik az € 1 komplex

—
A
(Baet 4 Tretiot) | 7, T iE) .

polarizacios egységvektorokat (€2 =0, 2% - € = 1).
—
A (3.2-7) formula alapjan a 7’ - A -mértékbeli Volkov-allapot most a kdvetkezoképpen irhaté (a tovabbiak-

ban a + indexet nem tiintetjiik fel):
. 2 . 2
|U5 (1)) = exp [_;i (;;n + 2AE2) t] exp {—;”::: |p - € sin(wt —x)| | D), (3.2-9-C)
ahol
cl - —

ag=——=, x =ar -] 3.2-9a-C

0= 50 X= e [P - <] ( )

Tehat itt a dupla frekvencias (~ sin 2wt) modul4cié nincs jelen, ugyanis A2 = 2a2 =konstans.
A mar tobbszor felhasznalt Jacobi-Anger-formula [7] felhasznélasaval,
(3.2-10)

“+oo
eiz sing _ Z Jo (Z) einga

n=—oo

mind (3.2-6), mind (3.2-9-C) idd szerint Fourier-sorba fejtheték (a konnyebb attekinthetéség kedvéért ' - A-

meértéket hasznalunk, tehat (3.2-6)-bol az U, operatort elhagyjuk):
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[Wp (£)) = By (a,b) e~ F Eptalatnhlt |5y (3.2-11-L)

n

ahol
2
D _ 1 o AEQ
Ep:%,a:ﬁ?-a)o,b: 2hw 5 (32-113-L)
és
+oo
By (a,b)= > Jua(a) i (b) . (3.2-11b-L)
l=—o00
B,,-t altalanositott Bessel-fiiggvénynek nevezziik.
Cirkularis polarizaci6 esetén:
[ (1)) = D e ErP2AEAnRIL g () X |F) (3.2-12-0)
ahol
2eap s
<= (p-¢),x=arg[s] . (3.2-12a-C)

Az U, operator elhagyasa a kdvetkez6 esetben jogos:

er Th e me u () <1, ahol e = 2
Ao mew BCH Ao ’ ¢ = e

a Compton-hulldmhossz (~ 3.86 x 107! e¢m). Ha a kélcsonhatds atomi méretekre terjed ki (r ~ ap ~
5 x 1079 ¢m), akkor i—’é ~ 102, tehat  x 10? < 1 kell legyen. Optikai frekvencidkon ez azt jelenti, hogy

ha az intenzitas 103 Cmﬂz—nél lényegesen kisebb, akkor az U, operator exponense 1-nél sokkal kisebb, s igy U,
megbizhatoan kozelitheto 1-gyel.

A (3.2-11-L) ll. a (3.2-12-C) kifejtések vilagosan mutatjak, hogy a fénnyel vald kdlcsonhatés soran 1étrejon
egy un. optikailag indukélt energiaszintszerkezet. A kezdeti E, energia az AC Stark-energiaval eltolodik, s
erre egy egyenkozli spektrum rakodik ra (lasd a 11. abrat). Mindenesetre az Iényeges, hogy ez a szerkezet nem
valosagos, hanem virtualis szinteket ir le itt. Ugyanis az egyes szintekhez kiilon-kiilon hozzarendelt allapotok
nem elégitik ki a megfelel6 Schrodinger-egyenletet. Ezt csak a teljes szuperpozicid teljesiti. Ahhoz hogy az
emlitett szintek valosagos allapotokka valjanak, egy "harmadik test" jelenléte sziikséges.

4. Nemrelativisztikus elektronok tobbfotonos indukalt fékezési sugarzasa

Koztudott, hogy a sugarzasi tér egyetlen modusaval (vagy olyan modusok dsszességével, amelyek hullimvek-
tora azonos iranyu) kolcsonhato elektron fotont nem abszorbealhat ill. emittalhat. Ahhoz, hogy ilyen realis
abszorpcids vagy emisszios folyamatok lejatszédjanak egy harmadik testre van sziikség.

E fejezeben a harmadik test szerepét egy az origoban nyugvd végtelen nagy tomegl ion (vagy atom,
molekula) jatsza, amelynek az atomra gyakorolt hatasat a V' (r) sztatikus potenciéllal jellemezziik. Feltessziik,
hogy e potencial az alkalmazott intenziv fény hullamhosszanal Iényegesen kisebb tértartomanyban kiilonbozik

o r/d

jelentdsen zérustol. Példaul egy arnyékolt ion esetében V' (r) = “——, ahol d a Debye-hossz, amely rendsz-

erint sokkal kisebb az optikai hulldamhosszaknal. Ekkor az elektron szorddasat a dipolkozelitéssel kapott (3.2-6),
(3.2-7) ill. (3.2-9-C) bazisallapotok segitségével irhatjuk le.
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11. abra. Optikailag indukalt energia-szintszerkezet.

4.1. Integralegyenlet a 1ézerfényben szorodo elektron allapotara

A monokromatikus linedrisan polarizalt fény esetében ((3.2-3b), (3.2-6) és (3.2-7) figyelembevételével) a tekin-
tett szérasfolyamat nem fiigghet az A2-es tagtol, ugyanis ez csak az idévaltozotol fiigg és kiesik a sak a térval-
tozotol fiiggd V' potencidlon vald szorodas amplitadojabol. Induljunk ki a (3.2-2)-ben megadott Hamilton-
operatorral meghatarozott Schrodinger-egyenletbdl, és térjiink at p - “A-mértékre. E transzformacio utan az
elektron allapotfiiggvénye a kovetkezo egyenletet elégiti ki:

{1 (y{ﬁ)ﬁv} 16 (6)) = iy [ (1)) - (1)

2m

A 1ézerfénnyel val6 kdlcsonhatast - hasonléan az elobbi fejezetben latottakhoz - a (3.2-4a), (3.2-4d) transz-
formaciokkal kiiszobolhetjiik ki. Hasonloan (3.2-6)-hoz, a (4.1-1) egyenlet megoldasat vegyiik fel a kdvetkezo
alakban:

9 (1)) = Up (t) Uz (£) Upz (t) [¥3 (1)) (4.1-22)

ahol a |13 (t)) transzformalt allapot az alabbi egyenletet elégitik ki:

U Uy 'U, VU UsUy [903) = ih [4hs) - (4.1-2b)

A fenti differencialegyenletbol az alabbi integralegyenlet szarmaztathatod
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t
v 0) = v (t0)) ~ 5 [ dr U (U5 (U, () VU, (1) Ua (1) Uy (1) () - (41-20)
to
Az eredeti allapotra (4.1-2a), (4.1-2¢) alapjan kapjuk:
t
9O =Ua O ) - 100 1) [ dr U7 @) V10 () @130
to

ahol rovidség kedvéért bevezettiik az

Ua (£) = U, (t) U () Uy (t) (4.1-3b)

N
operatort, amely nem mas mint p - A-mértékbeli Volkov-allapot generatora:

v (8)) = Ua (8) | 7) - (4.1-3¢)
A ”(/J?/ (t)) Volkov-allapotba val6 szorodas amplitadoja (4.1-3a), (4.1-3c¢) alapjan

(w3 @16 (0) = (6 (D10 (o) — 5 [ dr (e (V]G () (4.1-4)

Ha (4.1-4) jobboldalan | (7))-t egy kezdeti |’(/J? (7)) Volkov-allapottal kozelitjiik, akkor az igy kapott
atmeneti amplitddo egzaktul kiszamolhato. (A tg — —oo, t — 400 hataresetben (4.1-4)-ben csak a masodik
tag ad nemeltiind jarulékot az elso taggal a tovabbiakban nem foglalkozunk.)

, T
Tfi:f% / dt<¢?, (t)‘V (?)‘¢(t)> . (4.1-5)

— 00

A fenti formulat eldszor Bunkin és Fjodorov [13] publikaltak.

4.2. Nemlinearis indukalt fékezési sugarzas

A (4.1-5) atmeneti amplitido analog a szorasszamitas szokasos elméletében fellépd Born-féle amplitudoval,
amelyben a kezdeti ill. végallapotok egyszerlien a szabad részecske impulzus sajatallapotai s nem Volkov-
allapotok. A fenti formulat Ggy is megkaphattuk volna hogy az elektron egzakt allapotat kifejtjiik Volkov-
allapotok szerint, s a kifejtési egylitthatokra kapott egyenletet Born-kdzelitésben megoldjuk. E moédszert s
ennek altalanosabb vonatkozasait is a [14], [15] munkakban részletesen targyaltuk.

A Volkov-allapotok az elobbi alfejezetben szarmaztatott konkrét alakjat felhasznalva az atmeneti amplitado
a kovetkezoképpen irhato:

i I ip?—-p* 1 -
Ty = % / dt exp (ﬁ 5 zzsmwt) (27rh)3v( q) , (4.2-1a)
ahol V (7¢’) a szérépotencial Fourier-transzformaltja,
V(q)= /d37“ Vr)etdT G=p -7, (4.2-1b)

és bevezettiikk még a kovetkezo jelolést:
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—
q -

ol

St

F
2 o= —— 2. (P-7. (4.2-1¢)

mhw?
Megjegyezziik még, hogy a Fourier-transzformalt fellépése abbol kdvetkezik, hogy V' matrixelemét az im-
pulzus sajatallapotok koordinatareprezentaciobeli alakjat hasznaltuk:

(4.2-1d)

1 i
<? ‘ ?) = el L
(2wh)2
A (3.2-10) Jacobi-Anger-formula segitségével (4.2-1a)-ban a szinusz exponencialis kifejezését Fourier-
sorba fejthetjiik, s ez utan az ido szerinti integralds egyszertien elvégezhetd. Az eredmény parcialis amplitadok
inkoherens szuperpozicioja lesz:

ZT(" T4 = —2mi6 (B' — B — nhw) t}? (4.2-2a)
t) = %J () V(7). (4.2-2b)
(27h)
(4.2-2a)-ban E = £ és B = g az elektron kezdeti ill. végso energiaja. A Dirac-deltak a kiilonb6z6 renda

fotonabszorpcwkra (n > 0) és emisszidkra (n < 0) vonatkozé energiamérleget adjak,

E' =FE+4nhw, n=0,%1,+2, ... . (4.2-2¢)

Az atmeneti amplitidok ismeretében az n-edrendii folyamatok differencialis hataskeresztmetszetei a szoka-
sos modon szdmolhatok (meghatarozzuk az iddegységre esd atmeneti valosziniiségeket, majd a végallapotok im-
pulzusai szerint ezeket kiintegraljuk s a kapott eredményt elosztjuk a bejovo részecskedram abszolut értékével).

do n p do B do B ( m ) 2 —\ 2
L = ) 4.2-3
A fenti kepletben ap — p’ széras Born-féle differencialis hatdskeresztmetszete. Megjegyezziik,

hogy cirkularis polarlzac10 esetében (lasd a (3.2-8a-C,3.2-8b-C) és a (3.2-9-C,3.2-9a-C) képleteket) a (4.2-3)
formulaval teljesen azonos alaku eredményt kapunk, a kiilonbség csupan a z paraméter jelentésében van.

2 F
N 2.7 = ﬁ (T1- 7))+ (T2 7). (4.2-3a-C)
Bebizonyithat6 [16], hogy alacsonyfrekvencids kdzelitésben (Aw < FE) a Born-kozelitésnél 1ényegesen

pontosabb eredmény is szarmaztathato, amely szintén (4.2-3) szerkezetii.

don _ 9 o ()dg@l
aa  p " aQ -’

(4.2-4)

ahol dgél a lézerfény jelentéte nélkiil végbemend folyamat teljes rugalmas szorasi hataskeresztmetszete. Az
utobbi formulat Kroll-Watson-formulanak nevezzuk
Kis intenzitasok esetén (2 ~ 0) < d"" R On0 2 dQ , ugyanis Jn (0) = 6n 0- A masodik fejezetben lattuk,

hgoy az intenziv Thomson-szoras hataskeresztmetszere orn ~ r¢ ~ 10725 cm? nagysagrendii, ugyanakkor

(4.2-4) szerint egy Z toltésii ion esetében oy ~ 10° (ToZ %) : nagysagrendii lehet, tehat o.; ~ 10%07,. Ezek
alapjan nem véletlen, hogy a tobbfotonos szabad-szabad atmenetek elso kisérleti kimutatasa indukalt fékezési
sugarzas esetén sikertilt [17]. Itt 11 eV -os elektronok Argon atomokon valonagyszogli szorodasat vizsgaltak.
A kélesonhatasi tartoméany 200 ps-os kihagyasokkal 2 ps idtartamokra 10° CVTZQ intenzitasa CO,-1ézerrel
vilagitottak meg ¢s elektronspektrométerrel analizaltak a szort elektronok energiaspektrumat. Azt talaltak, hogy
a lézerfény hatdséra az £’ = F + nhw energiaértéknél az eloszlasi gorbén lokélis maximumok jelennek meg.
Ezek a maximumok az egy, két stb. szamu fotont abszorbealt elektronoktol erednek. A Bessel-fiiggvények
elméletébdl ismert, hogy
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“+o00
Y TRz =1 (4.2-5)

n=-—oo
ezt 6sszegszabalynak nevezziik. Ha a végimpulzus n-fiiggésétdl eltekintiink, akkor az 6sszegszabaly a kdvetkez6-
képpen irhato:

doy,, dow
~ dQ — dQ

(4.2-6)

Az 1j kisérletek [18] szerint kisszogli szoras esetében a Kroll-Watson-formula egyaltalan nem alkalmazhato,
tobb nagysagrenddel kisebb eredményt ad mint a mérések. A 12. abran pl. a [18]-ban publikalt kisérleteknél
alkalmazott geometriai elrendezést vazoltuk. Az emlitett kisérletekben azért hasznaltak nemesgéaz-atomokat és
széndioxid-1ézert, mert az elobbiek elsé gerjesztettségi szintjének az alapallapoti energianal sokkal messzebb
van, mint az alkalmazott 1ézer foton-energidja (amely kb. 0.117 eV'). Ez azért Iényeges, mert igy a target
atomok gerjesztddése nem jatszat szerepet a szorasfolyamatban, s a szérdpotencialt valéban egy adott rovid-
hatétavolsagu sztatikus potencidlnak vehetjiik, amelyre a szamolasok vonatkoznak. Altalaban kijelenthetjiik,
hogy a nagyszdgli szorasra vonatkozo kisérleti eredményeket a fentebb emlitett Kroll-Watson-formula kielégito
pontossaggal leirja. Példaképpen egy tipikus elektronspektrumot abrazoltunk a 13. &bran, amely a mar em-
litett Weingartshofer-féle kisérletek paramétereinek felhasznaldsaval késziilt a Kroll-Watson-formula alapjan.
Az egyezés igen jO, ezért csak az elméleti elektronenergia-eloszlast kozoljik. A kisszogl szorasra vonatkozo
ujabb eredmények [18], amint mar emlitettiik, nem magyarazhatok a fenti egyszer(i Kroll-Watson-formuléaval.
Ugy tiinik, hgoy egészen mas (nem feltétleniil egyrészecskés modelleken alapul6) képet kell figyelembevenni
a szoras pontosabb (kielégitd) leirasahoz. Erre egy igéretes kisérletnek tlinik a [19]-es referenciaban kozolt
publikacionk.

y
X
e 0
co,
/ He

12. abra. A lézerfény jelenlétében atomokon szorodo elektronokkal kapcsolatos kisérletekben szokasosan
hasznalt geometriai elrendezés. Az altalaban nemesgaz (az abran hélium) atomokbol all6 atomsugarra
merdleges a bejovo elektronnyalab. Mindkettejiikre merdleges a bejovo 1ézerfény (esetiinkben CO,-1ézer) hul-
lamvektora, s a sugérzas - az abra jeloléseit hasznalva - a z-irdnyban polarizalt. Ezt tehat ugy allitjak be, hogy
a bejovo elektronok impulzusaval parhuzamos legyen: p|le. A Bessel-fliggvény argumentumanak nagysagat
ugyanis a p - € szorzat 1ényegesen befolyasolja.
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5. Tobbfotonos ionizacio

E fejezetben szarmaztatjuk a Keldis-féle amplitidot. A Keldis-féle kozelités egy jiil attekinthetd sémat biztosit
a mindségileg kiillonbdz6 nemlinearis folyamatok osztalyozasahoz. Az el6zd fejezetben latott integralegyenlet
itt is alkalmazhatd, minddssze a peremfeltételeket kell megvaltoztatni.

5.1. A Keldis-féle atmeneti amplitado

A Keldis-féle amplitidot tulajdonképpen mar az el6zd fejezetben felirtuk. A (4.1-4) egyenletben végal-
lapotként egy Volkov-allapotot jeloltiink meg:

o

sz:—% / it (45 (t)’V (?)]w(t)> . (5.1-1)

Itt persze az egzakt allapotot nem tudjuk, minddssze azt tételezziik fel, hogy a végallapot egy Volkov-
allapot. Ez is természetes kozelités, hiszen pl. egy H-atom ionizaciojakor a maradék proton Coulomb-tere egy
hosszhatotavolsaga vonzo potenciallal reprezentalhato, tehat a kiszabadult elektron sikhullammal valo leirasa
meglehetosen durva kozelitésnek tiinik. Az (5.1-1) amplitidé matematikailag egzakt, nem tartalmaz kozelitést,
fizikailag viszont az elobb emlitett egyszeriisitésen alapul. A szdérasnak megfeleld peremfeltétel a kezdeti és
végallapotra aszimptotikusan szabad allapotot jelol meg (végiilis a Volkov-allapot egy modulalt szabad elektron
sikhullam), viszont az ionizacié esetében a kezdodallapot kotott allapot. A Keldis-féle kozelités abban all, hogy
az (5.1-1) amplitadoban az egzakt | (t)) allapotot az atom perturbalatlan alapéllapotaval kozelitjiik, azaz

6 0) ~ 1) exp |+ 15,11 (5.1

fgy a fenti amplitadé analitikusan kiszamithato.

Vilagos, hogy a tobbfotonos ionizacid akkor 1ényeges, ha az A = |E,| ionizicios energia nagyobb a hv
fotonenergianal. Ahhoz, hogy e magasabbrendii folyamatok szamottevo valoszinliséggel végbemehessenek
kellden nagy lézerintenzitas sziikséges. A Keldis-féle amplitddé [18], [19] - 1évén, egyrészt a fénnyel valod
kolesonhatds szempontjabol nemperturbativ, masrészt analitikusan kiszdmithat6 - hatdsos mddszert biztosit a
nemlinedris ionizacio fobb sajatossagainak szisztematikus elemzéséhez. Ez azért is helentds, mert a kotott
elektronok intenziv 1ézerfénnyel vald kdlcsonhatasanak elméleti leirasa altalaban igen kemény problémat jelent.
Ennek az az oka, hogy az elektron Schrodinger-egyenlete nem oldhaté meg egzaktul ha az elektron a koto
potencidl és (az id6tol fiiggd) 1ézertér egyidejii hatasa alatt mozog. Vegyiik eldszoris a legalapvetdbb példat: a
hidrogén atomban kotott elektron monokromatikus fénnyel valé kdlcsonhatdsat. A nemrelativisztikus leirds és
a dip6lkozelités még igen nagy intenzitasoknal is elfogadhatd, s igy az ide vonatkozd Schrodinger-egyenlet a
kovetkezo alakot 6lti (feltessziik, hogy a 1ézerfény z-iranyba linedrisan polarizalt):

2 2 \IJ - t
<2pm - % n e:z:Fsinwt) U (7, 1) = m% , (5.1-3)

ahol P = —ih?, és | 7| = /22 + y2 + 22, amint az jol ismert. Bar (5.1-3) a spektroszkopia legelemibb
(realisztikus) problémajanak matematikai megfogalmazasa, 1évén egy nemszeparalhatd négyvaltozos parcialis
differencial-egyenlet, egzakt megoldasara csekély reményiink lehet. A kozvetlen numerikus integralashoz szu-
percomputerekre (a CRAY kiilonb6z6 verzidi pl.) van sziikség [20]. Az ezekkel kapott eredményekhez azonban
tobbnyire elég nehéz a megfeleld fizikai interpretaciot megtalalni.

Eppen ezért barmilyen (kozelitd) analitikus eredmény, amely az I ~ F? intenzitas valamely tartomanyaban
a kisérletekkel 6sszhangban 4allo leirast ad, nagy fontossaggal bir. Egy ilyen analitikus modszer a Keldis-féle
kozelités, amelyet szerzoje mar a hatvanas évek kdzepén publikalt, azonban valdsi jelentdségét csak a ny-
olcvanas években ismerték fel széleskdriien. Alabb - néhany, a szokasos Dirac-féle perturbacidészdmitassal
kapcsolatos megjegyzés utan - a Keldis-modszer fobb eredményeit ismertetjiik.
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Ha az atom A ionizacids energidja (vagy valamely fém esetében a kilépési munka) nagyobb, mint a fo-
tonenergia, akkor, természetesen, az ionizaciohoz egynél tobb foton egyidejli abszorpcidja sziikséges. A szoka-
sos perturbaciészamités szerint ekkor a fénnyel vald kdlcsonhatast kellden magas rendig figyelembe kell venni,
kiilénben az ionizaci6 kinematikailag tiltott, valosziniiségére zérus adodik. A folyamat végbemenetelének kine-
matikai feltétele:

nhw = A+ Ej, , (5.1-4)

ahol F; a tavozo elektron kinetikus energidja. Mivel az n-edrendii folyamat matrixeleme F"-el aranyos, ezért
az atmeneti valoszinliségek az intenzitas n-edig hatvanyaval lesznek aranyosak: w,, ~ I". Masképpen:

Jdlog wy,
dlog I

A perturbacios sorban az elsé el nem t{ind tag a dominans, ezért a teljes valdsziniség w,, ~ ™0, ahol ng =
[% + 1}. Az (5.1-5) egyenlet altala kifejezett in. "n-edik hatvany szabaly" a perturbacidszamitas vegiilis
trividlis kovetkezménye. Felvetddik a kérdés, hogy vajon milyen fliggést kapunk az intenzitds olyan nagy
értékeinél amelyekrea perturbacios sor egymast kovetd tagjai mar dsszemérhetdek? Létezik-e egy olyan hatar
(tartomany) amelyen tul a perturbdcioszamitas csédaét mond? Mint bebizonyosodott ilyen hatar valoban 1étezik.
Ezt kisérletileg eloszor a hetvenes évek kdzepén mutattak ki [21] a fémek feliileti tobbfotonos fotoeffektusa
tanulmanyozasakor. Az eredményt a 13. abran mutatjuk be vazlatosan. A perturbacidoszamitastol valo eltérés a
Keldis-féle elmélet alapjan analitikusan is leirhat6 (lasd a kov. részt).

=n. (5.1-5)

log w,

» logl

13. abra. A nemlinedris fotoaram intenzitasfiiggése (vazlatos). Az (5.1-5) perturbativ eredmény szerint a fliggést
egy n iranytangensii egyenes abrazolja, ezt a szaggatott vonallal jel6ltik. A mérési eredmény [21] szerint ez
az iranytangens kellden nagy intenzitasoknal folyamatosan csokken. Ez a csdkkenés az optikai tunnelizacio
fellépésének kovetkezménye.

5.2. A Keldis-féle kozelités, sokfotonos ionizacio, optikai tunnelionizacio

Ha (5.1-1)-ben az (5.1-2) kozelitést valamint a p - A -mértekbeli Volkov-allapot (3.2-11-L)-beli konkrét alakjat
figyelembevessziik, akkor az ionizacié atmeneti amplitudojara a kovetkezé formula adodik:
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Tﬁ:f% /dt< ?(t)‘v(?—\’)’%%xp {Jr;At] = (5.2-1a)

ahol

AFE

T(n) =B, (- CPnzx 2
fi ( F e 2w
(A fenti formulak szarmaztatasakor feltételeztiik, hogy a l1ézerfény x-iranyban linearisan polarizalt.)

Az (5.2-1a) képletben a Dirac-deltak a kiilonboz6 tobbfotonos csatornak energiamérlegét adjak, nevezete-
sen:

) (TnlV]vy) (5.2-1b)

2
E:nhw—(A—i—AEz):%zO, (5.2-1¢)

vagyis p,-nek valosnak kell lennie (egyébként az elektron nem terjedhet szabadon).

Az ng kiiszobindexet amelytdl kezdve az (5.2-1c) egyenlet teljesiil, az ionizacidhoz sziikséges fotonok
minimalis szamanak (vagy egyszerlien minimalis fotonszamnak) nevezzilk. Ha AFEs; < hw, akkor B;-ek
kozelithetok a Bessel-fliggvényekkel, s igy az m-edik ionizacios csatorndba juté iddegységre esd atmeneti
valoszinliség:

. 2
w2 J2 (MCZZ”) ‘<7n v (7) ‘ ¢g>‘ 5(..) (5.2-2)
Kis intenzitasoknal J, (z) ~ % kovetkeztében w,, ~ I™, ami éppen a perturbativ eredmény. (5.2-

lc) szerint az n > ng csatorndk is nyitottak, s magasabb intenzitasoknal el6fordulhat, hogy az ng + s rendl
jarulékok nem elhanyagolhatéak. Mivel ekkor az ionizacids kiiszobhoz sziikségesnél nagyobb az egyidejlileg
abszorbealt fotonok szama, a jelenséget "kiiszob folotti", vagy mas szoval "extra fotonos" ionizacionak
nevezziik. Az (5.2-1c) kinematikai egyenletbdl is kovetkezik, hogy a fénnyel valo kdlcsonhatas miatt a kilépési
munka a ponderomotoros potencialis energiaval megndvekszik, ugyanis az elektron energidja atlagértékének
ez utobbi az also hatara. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az effektiv kilépési munka A + AE,, amely persze az
intenzitasnak megfelelden az ng kiiszébindex (a "minimalis fotonszam") is az intenzitassal novekszik. Végiilis
a kiiszob folotti csticsok eltlinnek, és a spektrum egyre nagyobb €s nagyobb n értékek felé tolodik el. Ez az un.
"csucselnyomas'" (angolul "peak supression") jelensége. Ezt az 14. abra szemlélteti.
Az elektron végs6 impulzusara kiintegralva megkapjuk a teljes ionizacios valoszinliséget:

oo

w=> [Eop@ w, (5.2-3)

n=ng

ahol p (p') a végallapotok siirtisége (Dira-deltira valé normalas esetén: %). Keldis egy kvaziklasszikus mod-
szer segitségével a w valdsziniiségre egy zart kozelitd formulat szarmaztatott:

2A

W X exp [_ﬁwf (7)} , (5.2-4a)

ahol

f(v) = (1 + 1) arshy — 7'14—72 . (5.2-4b)

272 2y

A ~ paraméter, amelyet a fenti egyenletekben hasznalunk, a hires Keldis-féle v, amelyet alabb definialunk.
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N(E,)

aE; |

+ 3

14. dbra. A "csucselnyomas" jelensége a kiiszob folotti tobbfotonos ionizacié soran. Az atom kotelékébol
kiszabadult elektron energiaspektruma diszkrét, hv tavolsadgu csucsokbol all. Az (5.2-1c) kinematikai egyenlet-
bol kovetkezik, hogy AE> novekedésével (egyre nagyobb intenzitasoknal) a kdzvetleniil a kiiszob folott 1évo
csucsok eltlinnek, s a spektrum egyre nagyobb n-értékek felé tolodik.

E,

A Keldis paraméter definicioja a kdvetkezo:

wV2mA
el

v (5.2-4c)

Az f () fuggvény az alabbi két fizikailag jOl elkiilonithatd hataresetben a kovetkezo aszimptotikus alakot
veszi fel:

2
fn) =~ % s (v<1) (5.2-4d)
f(v) ~log2y — % s (y>1) . (5.2-4¢)

Az (5.2-4a) formulabdl a w valoszinliségre a fenti hataresetekben két, funkcionalisan igen kiilonb6z6 alak
adodik.
Ha v < 1, akkor

4v2mA3
— 2-
wocexp( 3 heF >, (5.2-5)
(v < 1: optikai tunnelezés)
Ha v > 1, akkor
A
2\ 17w
5 [ mc

e 5.2-6
v (55)] 626

(7 > 1 : tobbfotonos ionizacio)

ez utdbbi esetben, mivel h% = ng és u? ~ I, végiilis a perturbativ eredményt kaptuk vissz, vagyis w ~ I, Az
(5.2-5) formula emlékeztet a sztatikus elektromos terek altal kivaltott tunnelionizaci6 valoszintiségére. Ezért
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mondjuk, hgoy ha a Keldis paraméter kellden kicsiny, akkor az elektron egy optikai peridds alatt kitunnelezhet
a lézertér altal letort atomi potencialfalon. Ehhez a kovetkez6 kép kapcsolhato. A 1ézer fény F' (t) = F'sinwt
elektromos terében az elektron potencialis energidja V (x,t) = exF sinwt (linearis polarizaciot tételeziink fel).
Ez egy egyenessel abarzolhato, amely két sz€lsd irany kozott periodikusan oszcillal (lasd a 15. abrat).

laser
fotoeffektus
1
of
alagat
effekius

N

15. abra. A Keldis-féle paraméter magyarazatahoz.

J eloljuk az ionizacios energiat (kilépési munkat) A-val, és rendeljikk ehhezaz A = mv2 képlet segitségével
av = /2 W sebességet. A barrierbol valo kilépés helye (a barriernek az adott energian vett vastagsaga) az

eFxo = A egyenloség alapjan zo = eAF. fgy a tunnelezési idére a 7 = = 20 =~ T:A/ értéket kapjuk. A

Keldis-féle dimenzidtlan v paramétert gy kapjuk, hogy a most kiszamolt tunnelezési id6t megszorozzuk a fény
korfrekvencidjanak kétszeresével:

V2mA
N = 20T = % . (5.2-7)

Ezt még a kdvetkezo alakokra is hozhatjuk:

AN 2/ A \?
- _z 2-
7= (5m) =1 (o) G270

ahol p és A E5 a mar korabban bevezetett intenzitasparaméter illetve ponderomotoros energiaeltolodas.

Ha v ~ 7 < 1 (vagyis a tunnelezési id6 a T" optikai periddusidonél sokkal kisebb), akkor az elektron
optikai tunneleffektussal kiszabadulhat a kotésbdl. Erre akkor van szdmottevo esély, ha w kellden kicsiny
és/vagy F' (azaz az intenzitas) kellden nagy.

6. Magasrendi felharmonikusok keltése intenziv 1ézer fényben

Amint azt mar a masodik fejezetben lattuk, ha a szabad elektront kellden intenziv fénnyel vilagitjuk meg,
akkor az ez altal kivaltott nagy amplitadoju oszcillaci miatt az elektron altal kisugarzott fény spektrumaban
az alapharmoniku mellett a magasabbrend felharmonikusok is szamottevo erosségiiek lehetnek. E jelensének
megvan az analogonja a kotott illetve iitkdzésben résztvevo elektronokra is. Az alabbiakban e két folyamat fobb
sajatossagait foglaljuk dssze.
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16. dbra. A baloldali abra a Keldis-féle v paraméter intenzitastol valo fliggését mutatja logaritmikus skalan
A = 16€eV és hw = 0.1eV esetében. Ez argon atomok CO, lézerrel térténd ionizacidjanak felel meg. A job-
boldali abra az ionizacio relativ valdszinliségét mutatja a bejovo intenzitas fliggvényeként. A Keldis-paraméter
koriilbeliil 1012% intenzitasnal veszi fel az egységnyi értéket, s ezutan a perturbativ viselkedés (no konstans
meredekség log-log skalan) fokozatosan atmegy a tunnelionizaciora jellemzd exponencialis fiiggésbe.

6.1. Magasrendii felharmonikusok keltése kotott elektronon

Ha pl. egy atomban kotott elektront fény éri, elektromos dipdlmomantum indukalédik, s szorja a beesd fényt.
Nagyintenzitasu 1ézerfény esetében a kdlcsonhatas nemlinedaris jellege kovetkeztében a magasabb felharmoniku-
sok is megjelennek. A perturbativ tartomanyban (v > 1) a felharmonikusok intenzitasa n-nel monoton és
gyorsan csokken, mig a nemperturbativ tartomanyban (y < 1) a spektralis komponensek csak egy valami-
lyen N szamu vonalat tartalmazo plateau utan csdkkennek szamottevoen [20]. Ezt az altalanos viselkedést
a 17. abran szemléltettilk. Mivel e folyamat leirasa sem lehetséges egzaktul csak numerikusan, ezért itt egy
meglehetdsen durva ugyanakkor analitikusan kézbentarthatd kozelitést mutatunk be, melynek segitségével a
harmonikus spektrum legalabbis kvalitative leirhatd. Minddssze az a célunk, hogy egy egyszerii képet ad-
junk a felharmonikusok keletkezési mechanizmusarol a klasszikus elektrodinamika alapjan. A moédszer kvan-
tummechanikai altalanositasat is elvégeztiik [22], erre itt nem tériink ki, ugyanis (legalabbis nem tul extrém
koriilményekre alkalmazva) a klasszikus eredményekhez kozeli eredményekre vezet.
Tekintsiik a V' (7) koté potencialtérben és az £ I sin wt 1ézertérben mozgo elektron Newton-egyenletét.

mT = —eFZsinwt — VV . (6.1-1)

Ha a V potencial jarulékatol eltekintiink, akkor a fenti egyenlet a mar korabban targyalt (2.1-2b) egyenlettel
analog, melynek megoldasa egyszerli integralassal azonnal megkaphato:

A

= o (6.1-2)

, c
o (t) = ap € sinwt , ag = p—
w

crer

d2

mes (T () + 3 (1) = -VV,

ugyanis & (t) a —VV er6 jelenléte nélkiil érvényes megoldas. Vezessiik be mosta £ = 7 + o valtozot.
Ekkor
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plateau

.

17. abra. Az atomi elektronokon keltett magasrendii felharmonikusok intenzitas eloszlasanak vazlata.

dQ? - -z =
m—s :—vv(g —a) : (6.1-3)
Mivel @ (t) a (6.1-2) szerint az idé periodikus fiiggvénye, ezért V (? - (t)) Fourier-sorba fejthetd:
1% (? _@ (t)) -3 v, (Z’) et (6.1-4a)
n
-
& -t hasonloképpen sorbafejtve:
— —
§=> &, (6.1-4b)

¢s a fenti egyenleteket felhasznalasa utan (6.1-3)-ban az azonos indexii tagokat egyenlové téve ? komponen-
seire a kovetkezd kozelitd differencidl-egyenletek adodnak:

€

dt?
Ha Z) lassan valtozik, akkor (6.1-5) szerint a gyorsulaskomponensek az nw felharmonikus frekvenciakkal
oszcillalnak (6 1- 5) 6t egy kis térfogatban lokalizalt télteseloszlasra atlagolva megkapjuk a gyorsulaskompo—

N

- vV (E’) e inwt (6.1-5)

komponensenek egységnyi térszogbe jutd teljesitménye:

2T\

— n —

: = YV )

c < dt? > 877712 c? } <
Megjegyezziik, hogy a kvantummechanikai eredmény [22] teljesen hasonld alakti. A kiilonbség persze az

atlagképzésben van. Egy f (£) klasszikus toltéseloszlasra:

(Vwa) = [ 1 (€) 9 (€).

ugyanakkor egy kvantummechanikai eloszlasra:

(9) = (w[77,
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ahol 1, az atomi elektron alapallapota. Belathato, hogy ha V' (7) centralisan szimmetrikus (azaz V (77) =
V (r)) akkor gradV,, (7°) paritasa ellenkezé n paritasaval. Kovetkezésképpen - mivel a 9, (7°) alapéllapot
paros fiiggvény - a harmonikusok spektruméban csak a paratlan n = 2k + 1 rendt felharmonikusok fognak
szerepelni. Ezt az elméleti észrevételt a vonatkozo kisérleti eredmények egyértelmiien igazoljak. Ha a rendszer
nem centralisan szimmetrikus (ez a helyzet a kovetkezo alfejezetben targyalt esetben is), akkor ilyen kivalasztasi

szabaly nem érvényes, s mindegyik felharmonikus gerjesztodik.

6.2. Magasrendii felharmonikusok keltése iitkozéskor

Ha egy elektron lézerfény jelenlétében egy sztatikus potencidlon szorddik, akkor - amint azt a 4. fejezetben
lattuk - a szoras rugalmatlan, s a szort elektron energiaspektrumaban oldalsavok jelennek meg, amelyek n 1éz-
erfoton abszorpcidjanak ill. emisszidjanak felelnek meg. Ebbol sejtheté mar, hogy, mivel az elektron hullam-
fiiggvénye exp (—inwt) id6fiiggé modulacios faktorokat tartalmaz, ezért a toltéssiirliség ill. az aramsiiriiség
az Osszes felharmonikus frekvencidjaval oszcillal. Kovetkezésképpen ilyen tipusu iitkozésekkor is felhar-
monikuskeltésre lehet szdmitani. Valosziniileg a legegyszeribb modell amellyel ez a jelenség leirhat6 az elek-
tron egydimenzids szoérddasa egy potencialfalon 1ézerfény jelenlétében. Ha a fémbeli elektronok Sommerfeld-
féle leirasara gondolunk, akkor az alabbi tanulmanyozandé modellhez egy konkrét fizikai problémat is rendel-
hetiink [24], [25].

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy egy athatolhatatlan potencial fal helyezkedik el az (z,y) sikban
ugy, hogy V(z) = 0, haz < 0, és V (z) = oo, ha z > 0. Az elektron (a —z iranybol) balrdl érkezik,
¢és reflektalodik a falon a z = 0 helyen. Feltessziik még, hogy egyidejlileg kdlcsonhat a z-polarizacidju 1éz-
erfénnyel, amelyet az A (t) = %ez cos wt vektorpotenciallal reprezentalunk. A szoéras leirasahoz elegendd
a kovetkezd egyszeriisitett Gordon-Volkov-allapotokat hasznalni (lasd a 3.2 fejezetet), ugyanis a szorasi am-
plitidokat meghatdrozé (alabb felirand6) peremfeltételbdl mind a mértékfaktor mind az A%-es tag jaruléka
kiesik. Mivel az elektron terjedési tartomanyaban a potencial zérus, ezért a fundamentalis megoldasokat a
3.2 fejezet alapjan az egyszertiisitett Gordon-Volkov-allapotok adjak (az x €s y irdnytl mozgas trivialis, ezért a
tovabbiakban csak a z-iranyt mozgassal foglalkozunk):

7

. (Et—p(z —asinwt))| , (6.2-1)

¥y = exp
ahol ¥ = %, a= " u= n‘;fw Bar (6.2-1) megoldasa a megfeleld Schrodinger-egyenletnek, dea z = 0
helyen nem azonos zérus, azaz nem elégiti ki az eldirando kdvetkezo peremfeltételt.

Minden idépontban teljesiilnie kell, hogy

W(z=-0,t)=0. (6.2-2)

crer

megoldast a fenti megoldasok kdvetkezo (kiilonb6z6 energiakhoz tartozo) szuperpozicidjaként:

+oo
¥ (zt) =95 = > Ruyf), (6.2-3)
ahol
%&T) = exp {; (Eot — poz)} exp [—iag sinwt] , (6.2-32)
77/1,(;) = exp {—; (Ep + nhw)t+ ;_Lpnz} exp [iay, sinwt] , (6.2-3b)

P = /2m (Bo + nhw) , ay = pLha : (6.2-3¢)
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A (+) fels6 indexii allapot reprezentélja az E energiaval és py impulzussal beji')vé elektront, mig a (—)

felso indext allapotok a reflektalt komponensek Ey + niw energiaval és (az E = 2m, p = +v2mE tomeghéj
relacionak megfelelden) —p,, impulzussal. Ha Ey + nhw < 0, akkor p,, tiszta imaginarius (pn = +i|pnl),
és ezek a komponensek a tobbfotonos szorddas szempontjabol zart csatornakhoz tartoznak, mindenesetre a
felharmonikuskeltéshez 1ényegesen hozzajarulnak. Vilagos, hogy 1étezik egy olyan n kiiszobindex, amelyre
a megfelel impulzus még valds (tehat szabad terjedést ir le), de az (ng — 1)-hez mar imagindrius érték tar-
tozik. Igy, ha n < mg, akkor evaneszcens (esetiinkben a —oo iranyba exponencialisan csokkend) kompo-
nenseket kapunk. A (6.2-3)-ban szerepld R,, ismeretlen reflexios koefficienseket a (6.2-2) illesztési egyenletbol
hatarozhatjuk meg, s ezzel megkaphatjuk a probléma egzakt megoldasat. A (6.2-3) formula jobboldalan all6
tagokat a Jacobi-Anger-formula (lasd a (3.2-10) képletet) segitségével Fourier-sorba fejthetjiik, s ha eloirjuk,
hogy minden Fourier-egyiitthatd zérus legyen, akkor természetesen a sziikséges (6.2-2) peremfeltéte]l minden
iddpontra teljesiil. Végeredményben az ismeretlen R,, reflexids koefficiensekre a kovetkezod végtelen linearis
algebrai egyenletrendszert kapjuk (ahol .J,, kdzonséges elsdfaji Bessel-fiiggvény):

T (an + ag) Z Jn—k (@ — ag) Ry . (6.2-4)
k=—o0
Ez az egyenlet teljes altalanossagban csak numerikusan oldhaté meg pontosan. Ha hw < Fy, akkor az a,,
mennyiségek n-tol vald fliggésétol eltekinthetiink, s igy a jobboldalon szereplé magmatrix Kronecker-deltaval
kozelithetd, J,,_j (0) = d,, 1 és igy Ry ~ Ji (2a). Konnyen belathato, hogy ebbdl a kozelitésbol a (4.2-4)
Kroll-Watson-féle formula szarmaztathatd visszaszoras esetére. A visszaszort tobbfotonos aramok és a bejovo
aram hanyadosat normalt &ramkomponenseknek nevezziik:

jm) =22 R, (6.2-52)
Po

ezek a valoszintiségek megmaradéasa miatt a kdvetkezd 0sszegszabalyt elégitik ki (terjedés csak n > ng indexti
csatorndkban torténik):

> in)=1. (6.2-5b)

n=nogo

A fenti Osszegszabaly a (6.2-4) egyenlet numerikus megoldasai pontossaganak ellendrzésére is hasznélhato.
A mbdszer részleteit [25]-ben foglaltuk 6ssze.

N
A harmonikuskeltés amplitadojanak kiszamitisdhoz (7~ - E-mértékben) a kovetkezé matrixelemet kell

kiszamolni:
(e [0 |(7 E) 0} oz.2)

ahol FE a kvantalt (spontan megjelend) tér elektromos tererossegvektora (ezt az elso fejezet (1.1-7) képletében

tetszoleges modusfiiggvényekre mar felirtuk), és =/ ill. %'a megjelend felharmonikus polarizacié egységvek-
tora ill. hulldmszamvektora. Végiilis az emlsszmert felelos effektiv kolcsonhatési tag (sikhullammodust véve
dipolkozelitésben):

1
ot ? y
e (})) (T Tt (6.2-6)

Tehat az dtmeneti matrixelem kiszamitdsanak egyetlen nemtrivialis 1épése a (v |27 - 7| ) = €. (1 || )
vérhaté érték kiszamitasa. E varhatoérték tulajdonképpen az e 7 dipdlmomentum varhatoértéke, ennek Fourier-
komponensei hatdrozzék meg a felharmonikusok amplitadojat.

A 1 allapot ismeretében a (1) |z| ¢) varhatoérték, s ennek Fourier-komponensei egzaktul meghatarozhatok:

(¥ 2l y) = Z et (6.2-7)

n=—oo
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1 (6.2-3) alakjat figyelembevéve a z,, mennyiségekre (n > 1 esetben) kapjuk:

+oo
- In—r(ao—ar)Ri
h? 2Re k:Z,OO (Pr+po)® 1 628
T + +fj° Intkoi(@p—a) By ""il In(=2a)(|Rx])? (6:29)
k= —oo (pp+po)” v ap?

A fenti egyenlet szarmaztatasakor felhasznaltuk, hogy

/O dzexp (ikz) = 6 (k) — iP (;) :

ahol P foértéke jelol. Ha az R, koefficiensek ismertek, akkor z, pontosan meghatarozhat6. Bevezetve a

Zn, = Lk}z, dimenziétlan mennyiségeket, ahol ky = B0 az egységnyi idore és egységnyi térszogre vett
valoszinliség az alabbi formulaval adhaté meg:

9%P, 2 e? Wl Nn=2 3._ 2

5190 (€)) 753 (LK§) ~n’|za]” . (6.2-9)

A felharmonikusok eloszlasanak n-fliggését végiilis a

wn)=n®lz.)* , n=2,34,... (6.2-10)

mennyiségek hatarozzdk meg. A 18. &bran a log %—Z eloszlast latjuk 5 x 1011 CVTZQ intenzitas esetén Nd-YAG
1ézerrel valo kdlcsonhatasra.

log [ w(n)/w(2) ]

B

P ———

18. abra. A felharmonikusok relativ spektruma a szovegben emlitett paraméterek esetében.

7. Nemrelativisztikus elektron kolcsonhatasa kvantalt sugarzasi térrel

A jelen fejezet els6 részében meghatarozzuk az "elektron + kvantalt elektromagneses sugarzasi modus" rend-
szer Schrodinger-egyenletének megoldésait. A masodik részben kiszamoljuk a kvantalt sugarzas jelenlétében
valamelyik sztatikus potencidlon torténd elektronszorodas differencialis hataskeresztmetszetét. A kapott ered-
ményt dsszevetjiik a fentebb mar levezetett szemiklasszikus eredménnyel.
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7.1. A "nemrelativisztikus szabad elektron + kvantalt modus' rendszer allapotai
Az "elektron + kvantal e.m. médus" rendszer Hamilton-operatora nemrelativisztikus esetben:

1 /., e—\2
H=— ——A H 7.1-1
Qm(p c ) MR ( )

amely természetes modon harom részre bonthatd
H=H,+H.+Hy, (7.1-1a)

ahol

2 1
He:p,Hf=M<a+a+> & Hy=——7 A+
2 me

e

A% 7.1-1b

2m 2mc? ( )
H, és Hy az elektron ill. a tekintett w korfrekvencidju e.m. mudus energiaoperatorai. H.y a kdlcsdnhatast irja

le. Az A vektorpotencial Schrodinger-képben dipol-kozelités esetén a kovetkezo alaka
1
- — —x 4+ _ 27h '\ 2
A—OZ(EQ"‘EG),O[:C(W) . (71-10)

L3 =V akvantalsi térfogat, £ a polarizacios egységvektor, és az a, a™ amplitudok az [a, at] = 1 felcserélési
Osszefliggésnek tesznek eleget. Cirkulérisan polarizalt modus esetén

1 . L1 .
T = ﬁ(?liz?g) , X = \ﬁ(?lqiz?g) , (7.1-1d)
e2=0=¢2,2* T =1

s ezért a H,¢-ben szerepld A?-et tartalmaz tag beolvaszthaté a H + modusenergiaba:

2 1
Hf+ 35— A? = hQ <a+a + 2) : (7.1-1e)
ahol
w? 47e?
_ P 2 _
Q—w<1+2w2> 7wp:m. (71-1f)

Megjegyezziik, hogy w,, azonosithatd az % = % stirtiségli elektrongdz plazmafrekvencidjaval. Linearis
polarizacié esetén € valds és €2 = 1. Ekkor az A2-et tartalmazo tagban megmaradnak az a?- ill. az a™2-tel
aranyos jarulékok. Osszefoglalva:

2

1
=2 +m(ata+ =) ——7 - (?aJr ?*(ﬁ) , (7.1-2C)
2m 2

2 1
H:2pm+f‘LQ<a+a+2)—mﬁ'?(a+a+)+

A rovidség kedvéért a (7.1-2C)-ben felirt Hamilton-operator diagonalizalasaval foglalkozunk részletesen.

2.2
5 (a* +a™?) (7.1-3L)

A

oW (1))
ot
Schrodinge-egyenletnek nyilvanvaloan vannak stacionarius megoldasai, mivel H nem fligg az id6tol.

H |V (t)) = ih (7.1-4)
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T (8)) = e T gy (7.1-4a)
ahol a megfeleld energiasajatérték-egyenlet:
Hy)=E|Y) . (7.1-4b)
Mivel a H a térkoordinataktol is fliggetlent, természetes a megoldast a kovetkezo alakban keresni:

1) =17) Ix) (7.1-4c)

ahol | p’) az elektron egy impulzussajatallapota és |x) a kvantalt médus aldbb meghatarozandé allapota, amely
a kovetkezod egyenlet megoldasa:

p2 1 ex ., —
[m+h9(a+a+2>—p~(sa+ g*at) | ) =E|x) . (7.1-5)

A fenti egyenletben szerepl6 kdlcsonhatasi tagot az elso fejezetben mar megismert eltolasi operator felhasznalasa-
val ki tudjuk transzformalni, ezzel a diagonalizalas egyszeriien végrehajthato. Alkalmazzuk a

D (o) =exp [a*a - Ja+] (7.1-6)
generatort unitér transzformaciot a fenti egyenletre. Itt o egyenldre ismeretlen paraméter. A kovetkezd
D(o)'aD(0)=a+0,D(0) ' a"D(0)=a® +0" (7.1-6a)

eltolasi tulajdonsagok felhasznalasaval a transzformalt egyenletre kapjuk:

2m mce

L4102 (ata+ 3+ o) + (10" — 25 - F)a
(W — 2T T 0t (P Fo4T T

] D(o) ' [x)=ED(o) " |x)  (7.1-Ta)

Ezutan valasszuk o-t ugy, hogy a fenti egyenlet baloldlalan a és a™ egyiitthatoi zérusok legyenek:

= e, 7.1-7b
7T mena? ( )
p? n 1 2 -1 -1
[Qm + 1Q (a a+ 3~ lo| > Do) " |x)=ED (o) |x) (7.1-7¢)
Vilagos, hogy (7.1-7¢) egyenlet a
Do) [x) = In) (7.1-7d)

fotonszam-sajatallapotokkal kielégithetd, mivel

ataln)=n|n) , n=0,1,2,...,

¢és az energiasajatértékekre ekkor az alabbi kifejezés adodik:

? 1
E=E(P,n) = 2p—m+hQ (a+a+2—o|2) ,n=0,1,2,.... (7.1-7e)

A fenti eredményeket 6sszegytijtve a (7.1-4) Schrodinger-egyenlet stacionarius megoldésait a kdvetkezokép-
pen allitjuk elo:

(1)) = exp [—'Emn) t] 7) D (0)]n) . (7.1-8)
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D (o) unitaritasa miatt a (7.1-8)-ban megadott megoldasrendszer teljes és ortonormalt. Az elsd fejezet (1.3-
5a) képlete szerint D (o) a o paraméter(i |o) koherends allapot kelt6 operatora, ezért (7.1-7¢) és (7.1-8) alapjan
megallapithatjuk, hgoy rogzitett p  esetén a rendszer legalacsonyabb energiaju allapotaban (n = 0) az e.m.
modus koherens allapotban van.

A teljesség kedvéért itt csak bizonyitas nélkiil kozoljiik, hogy a linearis polarizacioji modushoz tartozo
(7.1-3L) Hamilton-operator az

2.2

S (0) = exp [_Z (a+2 + aQ)} , 0= 1arth (7.1-9)

2 mc2hQ)

Bogoljubov-transzformacioval (amely mellesleg az 6sszenyomas, "sqeezing" generatora) az alabbi alakra hozhato:

H—H =S86)""HS () = (7.1-10)
2

1 ex
= 2pim + R (a+a+2> sec h26 — %?-?(a—i—a"’) e ?.

(7.1-10) ugyanolyan struktiraja, mint (7.1-3L), tehat diagonalizalasa az imént bemutatott D-transzformacios
modszerrel torténhet [14]. A (7.1-8) megoldasokban szerepld D (o) |n) allapotokat altalanositott koherens al-
lapotoknak nevezziik tetszésszerinti n > 0 egész értékre. Természetes, hogy ezek az allapotok is kifejthetdk
szamsajatallapotok szerint:

o0

D(0)n) =Y crlr) , cr = (r|D(0)|n) . (7.1-11)

r=0

Mivel D (o) unitér, ezért |c,|* valoszintiségeloszlas normalt. c,-ck konkrét alakjat a Baker-Campbell-
Hausdorff (BCH)-formula segitségével kaphatjuk meg, amely szerint ha az A és B operatorok kommuta-
toraikkal felcserélhetek, akkor érvényes a kdvetkez6 sszefliggés:

eA+B _ A B,—1IAB]

D (o) ennek figyelembevételével az e7@ e~ a3l alakra hozhatd, s ezutan az ((r\ e"‘ﬁ) (e"’*a |n>)
matrixelemek véges Osszegek formajaban meghatarozhatok. Ezek kifejezhetok az altalanositott (mas szoval:
asszocialt) Laguerre-polinomokkal:

¢ ={(r|D(o)|n) = (7.1-12a)
(@) o (jof) e tol (> m) |
(2)F oy (1of?) e dP (r <)

n!

Altalaban az L% () polinomok a kévetkezképpen allithatok eld [7]:

Ly (x) = Z <n * a) (;)l : (7.1-12b)

n—1
1=0

A \cr|2 eloszlas alacsonyrendi momentumai a (7.1-12a) konkrét alakok ismerete nélkiil is kiszamithatok,
ha felhasznaljuk a (7.1-6a)-ban megadott eltolasi tulajdonsagokat. Példaul:

<T> = i |Cr|2 r = <1’L ‘D (0)71 a+aD (0’)‘ n> =n+ |g|2 , (7_1_133)
r=0
Ar? = (r?) = (r)* = 20|’ <n + ;) : (7.1-13b)
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A fentiek szerint egy kezdetben éles eloszlas (|c,,|2 = 6, ) az elektronnal valo kolcsonhatas kovetkeztében
lo| v/2n + 1 mértékében szétfolyik, és centruma |o|*-tel eltolodik.

A tovabbiakban szempontjabol érdekes az az eset amely soran a kezdeti fotonszam nagyon nagy (a modus
igen magas gerjesztettségi allapotban van; tehat a sugarzas nagyon intenziv). Ekkor c,.-ek (7.1-12a) kifejezéseit
a Laguerre-polinomokra vonatkozé Hilb-formula segitségével értékelhetjiik ki. Eszerint [7]

$2Lm r)e 2 = ———
n ( ) (n+m;.1)|

ahol v = 4n + 2m + 2, és J,,, k6zOnséges els6faju m-edrendii Bessel-fliggvény.
(7.1-12a) és (7.1-14) c,-eket az r > n esetben igy irhatjuk:

m __ 3

T [(ux)ﬂ +o (nTZ) : (7.1-14)

¢ = (r|D(o)|n) = (7.1-15)

(1)) ()

ahol

m=r-n>0,z=|o]>, v=4n+2m+2, x = argo . (7.1-15a)

Hasonlo6 formula érvényes, ha r < n. Fentebb mar lattuk, hogy \a|2 aranyos %-vel, vagyis a kvantalasi
terfogat reciprokaval. (7.1-15)-ben tehat a Bessel-fiiggvénye argumentuma aranyos a fotonstirtiség (1) varhato
értékének négyzetgyokével. (7.1-15) alapjan c¢,, 4, -et egzaktul kiértékelhetjiik az n — oo, V' — oo hatareset-

ben, haa p = {; fotonsiiriiséget és m = |r — n|-et a hatdrértékképzés soran allandonak tartjuk.
lim cptm = eI (Is]) (7.1-16)
n—oo, V—oo, p:%,mfix
ahol
c=2 cao -7, aOEE(prhw)% , X = args . (7.1-16a)
mchw w

: . 7 _ = —iwt | =, fiwt : 1Al ;
Megjegyezziik, hogy az A = ag ( e + €%e ) klasszikus vektorpotenciallal jellemzett elektromag-
neses sugarzasi tér energiasiiriisége (7.1-16a) alapjan éppen phw. A fenti A vektorpotenciallal az
1 /1 e— 2 . Op(t)

s (F-SA0) e =in=2 " 7.1-17

= (F-SA0) v =ins (7.1-17)
szemiklasszikus Schrodinger-egyenlet persze egyszertien megoldhato, amint azt mar fentebb lattuk. A megoldas
modulalt sikhulldm, s a modulacios faktort a szokasos médon a Jacobi-Anger-formula segitségével Fourier-
sorba fejthetjiik (lasd a (3.2-9-C) formulat). Végeredményben a D (o) |n) allapot a fenti hataresetben a kovetkezd
kompakt alakra hozhato:

D(o)|n) — Z T (Is]) €™X |n +m) . (7.1-18)

m

A fenti megfeleltetéseket figyelembevéve azonnal belathatd, hogy az eldbbi egyenletben szerepld kifejtési
egyiitthatok pontosan meggyeznek a (3.2-12-C) egyenletben szerepld Fourier-koefficiensekkel.
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7.2. Taobbfotonos indukalt fékezési sugarzas kvantalt e.m. térben

A 4. fejezetben kiszamitottuk egy V (7) hatasara intenziv fény jelenlétében bekovetkezd elektronszoras dif-
ferencialis hataskeresztmetszetét. Megéllapitottuk, hogy az atmeneti amplitidé végtelen sok parcialis am-
plitido inkoherens szuperpozicidjaként allithatd eld, s minden egyes ilyen amplitidé a Dirac-deltakkal kife-
jezett rezonancia-feltételt kielégitd szorasfolyamathoz tartozik. A

p/2 p2
— =—+4nhw,n=04+1,£2,... (7.2-1)

2m  2m
rezonanciafeltétel értelmezésekor azt allitottuk, hogy n foton abszorpcidjahoz ill. emisszidjahoz tartozé en-
ergiamegmaradast fejez ki, holott a 1ézerfény klasszikus vektorpotenciallal jellemeztiik. Az el6bbi rész alapjan
konnyen belathato, hogy ez az interpretaciod jogos volt. Ennek érdekében vegyilink most kezdeti és végallapotnak
(7.1-8) tipusu stacionarius allapotokat (amelyek - legalabbis egy kvantalt modussal valé kdlcsonhatas esetén,

dipolkozelitésben - teljesen egzaktak). A V (77) potencidl hataséra a

¥ (0) = exp |~ E (T )| ) D)) (72:20)
kezdeti és a
¥ () = exp |1 B (7'n) | [7) D (") ) (7.220)
végallapotok kozotti atmenet amplitidoja Born-kozelitésben
+oo
Ty = —% / dt <\Iﬂ 0) ‘V (/7’\) ‘ v (t)> . (7.2-3a)

Az 1d0 szerinti integralas elvégzése utan kapjuk:

Tf’i = —2772(5 [E (5”7”/) - E (?’n)} <F/

v (/77) ‘ 7> (n' D~ (¢") D (o)| n) - (7.2-3b)
A Dirac-delta itt az aldbbi energiamegmaradast fejezi ki:

p12 p2 I 2 72
—=—+m(n—n —(\o—| Py )) . (7.2-3¢)
2m  2m
Mivel az e.m. modusnak sem a kezdeti sem a végallapota nem fotonszam sajatallapot, ezért (7.2-3c)-t nem inter-
prtalhatjuk ugy, hogy a médus fotontartama a szérasfolyamat soran n-r6l n'-re valtozott, azonban a megfeleld
fotonszam varhato értékekre az allitds mar 1ényegében igaz.

A (7.2-3b) eredmény ismeretében a folyamat differencialis hataskeresztmetszete a szokdsos moédon kiszamit-
hato:

d / d
04 p |Mi (n)Q OB

aQ  p a0 (7.2-4)
ahol
My (n)={n+il|D(=o"YD(a)|n) ,l=|n'—n]| . (7.2-4a)
A Born-féle keresztmetszetet mar (4.2-3)-ban definidltuk.
Az M mennyiséget a D operatorok szorzasi szabalya alapjan az alabbi alakra hozhatok:
My (n) = (n+1|D ()| n) e m('o") | (7.2-4b)
r=o—o'= T (T -
- mchf) ’
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Ezek a matrixelemek - amint azt az el6z6 részben lattuk - Laguerre-polinomokkal fejezhet6k ki, pl. azn’ > n
esetben:

n!
o= (G

A Hilb-féle formula hasznalataval (amint azt mar az el6z6 részben tettilk) az M matrixelemek a szemik-
lasszikus hataresetben a Bessel-fliggvényekkel hozhatok kapcsolatba (ha 1 €s [ rogzitett):

1
2 1
> 'Ll (|7‘|2) exp {—2 |7]> +iIm (¢'c")]| . (7.2-5)

lim My (n) = Jg (|Z]) eFix | (7.2-6)
ahol
7 =24 2. (P =7, x=argZ. (7.2-6a)
mchw

Ezek figyelembevételével megallapithatjuk, hogy ha a kezdeti fotonszam igen nagy, akkor a (7.2-4) formula
igen jo kozelithetd a

doy  p' dop
a1 gy

Ez formailag tokéletesen megegyezik a szemiklasszikus eredménnyel.

(7.2-7)

8. Az intenziv l1ézerfény és elektron relativisztikusan kovarians leirasa-
nak elemei

8.1. Az elektron mozgasegyenletének relativisztikus targyalasa. Kanonikus formaliz-
mus

— —
Az elektron mozgasegyenlete az F elektromos térerosséggel és B magneses indukcioval jellemzett elek-
tromagneses térben rovid szamolassal a kovetkezo alakra hozhato:

dv e/ —= _ = dat dv\?
m—:f(uoE—i—uxB),u“E—,dTEdt 1—(— ] =dtv, (8.1-1a)
dr c dr cdt

ahol bevezettiik az u = {u#} = (uo, ) négyessebességet, amely az x = {z"} = (ct, T') négyeskoordinati-
nak a 7 sajatido szerinti derivaltja. A p index a 0, 1, 2 és 3 értéket veheti fel. Egyszerlien szarmaztathato a
relativisztikus munkatétel is:

dug e_,

—

m— = E (8.1-1b)

dr c

amely szerint a részecske mcuy = ymc? energiajanak idéegységre esé megvaltozasa egyenld a ra hato ¢E
= —

elektromos er6tér e E - dd—’; teljesitményével. A (8.1-1a, 8.1-1b) egyenleteket szokas az alabbi kovarians alakban

osszefoglalni, az F' = {F},, } térer6sségtenzor bevezetésével:

du e v

0 0o 0

A fenti egyenletben bevezettik még az A = {A4,} négyespotencidlt és a 0 = {0, } négyes-gradiens is,

(=4
ahol % = V a szokasos (harmas-) gradiens. A Minkowski-tér (+ — ——) szignaturaju n metrikus tenzorat
hasznaljuk, tehat

Moo =" =1 (i=1,2,3), mu =0 (n#v) . (8.1-1d)
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Egy {a/} négyesvektor kovarians és kontravarians komponensei kozétt az a,, = 1,,,a” kapcsolat érvényes
(ismétlodo also és felso indexekre mindig 0sszegzés értendd). Két tetszdleges a és b négyesvektor skalarszorzata:

—
a-b=nuadbd =a'b, = A —-7-b,d’=a-a. (8.1-1e)
El0szor egy altalanos kozelito egyenletet vezetiink le, amely alapjan az elektron ‘atlagos’ mozgasara vonatko-
76 kovetkeztetéseket vonhatunk le. Ha felirjuk a (négyes) vektorpotencial sajatid6 szerinti totalis derivaltjat az
elektron trajektoridja mentén, valamint ha figyelembe vessziik a térerdsség tenzornak a (8.1-1c) egyenletbeli
altalanos kifejezését, akkor az eredeti mozgasegyenletbdl a kdvetkezot kapjuk:

dA, (x (7)) _ 0A, da” (1) _ , d e e )
= SO = 0, A m [w A (@ ()] = S [0uA ]y w - (8.120)

dr me r=x(T)

A vektorpotencial és a sebesség fenti kombinacidja tehat természetes moédon megjelenik (itt tulajdonképpen
a kinetikus és a kanonikus impulzus kapcsolatarél van sz6), s ezért indokolt erre egy 0j V,, sebességvéltozot
bevezetni, s ezzel (8.1-2a) alapjan irhatjuk:

dv, y e ., _ e

Ha felhasznaljuk az A” (B#Al,) = 58# (AQ) azonossagot, ahol a fenti roviditett jeloléssel A2 = A A, =

AR — A2, akkor a jobboldal elsd tagja a (8.1-2b) egyenletben a —gfn“g ponderomotoros potencidlis ener-
giaeloszlas négyesgradienseként értelmezhetd, amelyet természetesen az elektron (vagy mas toltott részecske)
aktualis helyén kell venni. Hangstlyozzuk, hogy eddig a pontig a (8.1-2b) egyenlet szarmaztatasakor sem-
milyen kozelitést nem haszndltunk, ugyanakkor tobb érdekes specialis eset egyszerli megértésében segithet.
Ha példaul egy lézernyalab a vivofrekvencianak megfeleld periodusidonél (és a centralis hullamhossznal) vis-
zonylag nagyobb téridétartomanyban oszlik el akkor (V') ~ (u) és (V - A) =~ 0, ahol a szogletes zarojellel a
gyors oszcillaciokra vett atlagolast jeloltiik. Ebben az esetben az atlagos (szisztematikus, haladd) mozgas jo
kozelitéssel leirhato az alabbi differencialegyenletekkel:

d<‘/,u'> _ 62 2 d<7> - — o mC2 - 6F0
m— = 50, (A%)  me = VU, Uy = =i (T) =t (8.1-2¢)

ahol 19 a centralis frekvenciahoz tartozé mar megismert dimenziotlan intenzitasparaméter, és g (7) valamilyen
lassan valtozo intenzitasprofil (amelynek maximalis értéke 1 a nyalab kdzepén). A (8.1-2c) egyenlet masodik
egyenlete az elsd specialis nemrelativisztikus kozelitéseként adodott, ahol " a szokasos (harmas-) sebesség. Az
U, mennyiséget roviden ponderomotoros potenci:ilnak szokas nevezni, maximalis értéke a 1.25 x 1()13 L

képlet alapjan szamolhato, ahol az I intenzitas - —ben értendd, és az F,y, centralis fotonenergia el egysegek—
ben. Példdul Awy = 1 eV és I = 1014 W2 eseten ez az energiajarulék 12.5 eV, vagyis tobb mint tizszerese a
fotonenergianak. Lényeges, hogy U, nem fiigg a toltés eldjelétdl, mivel annak négyzetével aranyos, és negativ
gradiense (vagyis az atlagos erd) a csékkenc’i intenzitasértékek felé (tehat a nyalab tengelyétdl a pereme fel¢)
hat. Ez azt jelenti, hogy mondjuk egy plazma ionjainak és elektronjainak eredetileg homogén eloszlasaba egy
kellden intenziv 1ézernyalab atmenetileg lyukat® égethet, ugy hogy a tdltéseloszlast szétnyomja. Régebben
felvetddott ennek a mechanizmusnak a felhasznalasa egyfajta 1ézeres részecskegyorsitasra is. Az atlagos pon-
deromotoros potencial hatasat a 9. Abrdn szemléltetjilk. Masik példaként emlithetjiik a 2.5 fejezetben latott
csticselnyomas jelenségével kapcsolatos jelenséget. Az ionizaciokor sziilet6’ elektronok egy 1ézernyalab kiilon-
b6z0 helyein mas és mas ponderomotoros potencialban vannak, és a sziikséges minimalisan abszorbealt fotonok
szama az nhwo > A + U, feltételbdl adodik, ahol a A E; megegyezik az adott helyen 1év6 U,, ponderomotoros
potencialis energia értékével. A tdvozé elektron kinetikus energidja nfiw — A — U, > 0, s amint a detektor
felé halad, mintegy leszankazik’ a jo kozelitéssel konzervativnak vehetd U, (7) ponderomotoros potencialh-
egy oldalan, s igy éppen energiat nyer a nyalabtdl vald teljes szeparacid soran. Ezt a jelenséget figyelembe kell
venni az elektronspekrtumok kiértékelésénél.
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Gaussian intensity distribution I upper view

1

19. ébra. A baloldali abra a z-tengelyli 1ézernyalab intenzitas eloszlasat szemlélteti Gauss tipust transzverzalis
profil esetében. A jobboldali dbran a pozitiv €s negativ toltéseknek a nyaldb tengelyétdl (a ponderomotoros
potencialis energia negativ gradiense, vagyis taszitasa miatt fellépd) kifelé iranyuld gyorsulasat piros és kék
vektorok szimbolizaljak.

Az fény-anyag kolcsonhatas kvantummechanikai leirasara leggyakrabban hasznalt modszer a kanonikus
formalizmuson alapul egyszer(ien azért, mert a kvantalast kolcsonhatas nélkiil is mar eleve a kanonikusan kon-
jugélt valtozokra értelmezziik. Ennek kovetkeztében az allapotfiiggvény Schrodinger- vagy Dirac egyenlete
tartalmazza a Hamilton-operatort, amely a rendszer energidjat képviseli. Méar az intenziv 1ézerterek elektrodi-
namikajanak kialakulasa kezdetén, vagyis a 60-as évek elso felétol jol ismert, hogy a Volkov-allapotok (vagyis a
teszoleges sikhullammal (vakuumban) kolcsonhato toltések allapotfiiggvénye lényegében kvaziklasszikus hul-
lamfiiggvény, akar nemrelativisztikus, akar relativisztikus leirast hasznalunk. Ez azt jelenti, hogy a hullafiig-
gvény fazisa pontosan megegyezik — %—sal, ahol S a klasszikus probléma hatasfiiggvénye. Ezért most megvizs-
galjuk kdzelebbrol a relativisztikus hatafiiggvényt, amelyet a megfeled Hamilton-Jacobi-egyenletbdl hatarozunk
meg.

Egy A (x) négyespotenciallal jellemzett elektromagneses térben valamely e toltésii részecske relativisztikus
Lagrange-fiiggvénye (lasd a (8.1-1e) egyenletben 6sszefoglalt jeldléseket):

d
L(z,4) = —mcVi2— SA- i, ahol i, = % . (8.1-3)
C
A részecske teljes energidja:
oL 2
E=7 2 =" 14, (8.1-4a)
o - ()

amely vonatkoztatasi rendszerenként mas €s mas. Azonban a p kanonikus négyesimpulzussal kifejezett kovetkezo
mennyiség minden rendszerben zérus:

oL dr 1 e e oL
H=¢-——-L=— 2 —(p—=A)-(p—-4)| = = —. 1-4
:c ozt dt [mc m (p c ) (p c )] 0, pu ot (8.1-4b)

Megjegyezziik, hogy a (8.1-4b) egyenletben definialt relativisztikus kanonikus impulzus térbeli komponen-
seinek konkrét alakja a kdvetkezoképpen irhato:
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cH . .
Pu = —me2_ _ Epn , tehat p* = me—— + Cai ,mu =7p — €A (8.1-4¢)
V2 c 02 c c
cy/1-(2)
Az utolso egyenletet (8.1-2b) -vel 6sszehasonlitva latjuk, hogy a kanonikus impulzus az ott bevezetett ’sziszte-
—
matikus sebesség’ gel ardnyos: p = mV . (8.1-4b) elsé egyenletébdl az kivetkezik, hogy a p = @ =08

és X = aTD alakd kanonikus transzformacio S = S (z, P) generatorfliggvénye kielégiti a relat1v1szt1kus
Hamilton-Jacobi-egyenletet:

(95— S4) - (95— S4) = (me)® . (8.1-5)
c c
Sikhullamtérben a vektorpotencial funkcionalis alakja A = A (k - ), ahol {k*} = (k‘o, ?), ko = < =
‘?’ ésk-w=wt— k-7 Ilyen potencial esetében, ha a (8.1-5) els6érendii parcialis differencidlegyenlet
megoldasat az S = P -z + f () alakban keressiik, ahol P konstans és £ = k - x, akkor a megoldas azonnal,

egyszerl integralassal adodik. A megodas kulcseleme az a felismerés, hogy a vakuumbeli diszperzids dssze-
fiiggés miatt k? = k,k* = 0, valamint teljesil a k - A = k, A" = 0 transzverzalitasi feltétel is. (Ez utobbi

Coulomb-mértékben a k - A = 0 alakban irhatd.) Az S = P -z + f (§) ,,Ansatz’-ot a (8.1-5) egyenletbe
helyttesitve f (£)-re egy elsérendii differencialegyenlet adodik, s ezt kzvetleniil kiintegralhato:

(=k-x
e e\ 2
s=poasgty [ acliroa©- (6 2@ Penr-met, e
{Pu} = (%?) , Ep = \/(01_3)2 + (me2)? . (8.1-6b)

Megjegyezziik, hogy a P? = (mc)2 Osszefiiggés fennallasakor azt szokds mondani, hogy a P integracios
konstans a ,,szabad tomeghéjon” van (angol kifejezéssel: ,,free mass-shell”), mivel kielégiti a szabadelektron
relativisztikus energia-impulzus 6sszefiiggését ((8.1-6b) egyenlet). A 2.3 fejezetben lattuk, hogy a sikhullam

argumentuma § = k- =w (t — @) az elektron helyén az elektron sajatidejének linearis fiiggvénye,vagyis

t—n -7 (t) = ar + const, s ez altalanosan igaz tetszdleges (tehat nem csak monokromatikus) sikhullamra.
A fenti formulak minden tovabbi bonyodalom nélkiil alkalmazhatok példaul polikromatikus altalanos szuper-
pozicidkra is, amelyek elhptlkusan polarizaltak. A 1ényeges az, hogy az dsszes komponens polarizacios Vektora
merdleges legyen a kozos 7 terjedési irdnyra, és hogy a téridé-koordinataktol valé fiiggés kizardlag a t — il

kombinéciot tartalmazza. Az eldbbi megfontolasokban szerepldtdl Iényegesen eltérd matematikai szerkezettel
talalkozunk azonban ha példaul allohulldmokkal valé kélcsonhatast szeretnénk leirni (itt mind a t — 7 - 7,

mindat + 7 - 7 kombinaci6 eléfordul, és elliptikus integralok jelennek meg S kifejezésében). Az X = 25

P
Osszefliggésbol (8.1-6b) alapjan kapjuk:
k-x k-x )
— .p) L € _ Cp) 2 R — pT }
X=ay i+ eon) [dela© - ren [de[Soa- (9 4] <o+ 2L @1
k e eN?Z o
p(r )—p+ﬁ [2Cp-A—(C) A} : (8.1-7b)

A utdbbi egyenletekben, a jeldlés kissé attekinthetobbé tétele érdekében a (8.1-6a,8.1-6b)-ben szerepld inte-
grécios paramétert itt kis p-vel jeldltiik, tehat p? = (mc)®. A (8.1-7a) egyenlet az xp (t) trajektoridra valojdban
egy bonyolult fiiggvényegyenlet, a részletes alakra azonban a kdvetkezdkben nem lesz sziikségiink. Kozelitdleg
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monokromatikus esetben (vagyis ha A egyszer(i szinusos fliggést tartalmaz és a burkolofiiggvény gyakorlati-
lag konstansnak vehetd) a (8.1-7b) egyenlet atlagat véve egy periddusra egyszeriien adodik az négyesimpulzus
atlaga:

2,2
_ F,
P=pt P =prAp, p= S0 2 =85 x 107112, (8.1-7¢)
4k - p mew
w

ahol p a mar kordbban megismert dimenzidtlan intenzitdsparaméter, €s az intenzitdst — > -ben a hullamhosszat

pedig mikronban mérjiik. A (8.1-7c) formula tartalmazza a //. abran bemutatott optikailag indukalt szintsz-

erkezetben szerepld eltolodast (a masodik tag iddszerii komponense A Fy-be megy at a nemrelativisztikus
—

hataresetben). Az impulzus egy k -val ardnyos intenzitasfiiggo eltolodast szenved a relativisztikus tartomany-
ban, ez a koriilmény az intenziv Compton-szoras részleteit jelentdsen befolyasolhatja. Megjegyezziik még,
hogy a k - k = 0 nullvektor-tulajdonsag kovetkeztében k - p = k - p, ez az egyenlet felhasznalhaté arra, hogy a
*feloltoztetett’ impulzusbol az eredeti impulzust kiszamoljuk.

A klasszikus megoldassal valo szoros kapcsolata miatt, végezetiil ide kivankozik a Klein-Gordon-egyenlet

megoldasanak révid ismertetése is. Egy A () négyespotenciallal jellemzett kiils6 térben az elektron Klein-
Gordon-egyenlete a kovetkezd:
%,HE@'@—EA,E:%, (8.1-8)
ahol x a Compton-hullamszam, és RII a kinetikus négyesimpulzus operatora. Mint késobb latni fogjuk a
’skalar elektron’ fenti hullamegyenlete a masodrendli Dirac-egyenlet egy kozelitése, ha a spinnel val6 kdleson-
hatasbol ered6 tagot elhagyjuk. Ez sok esetben fizikailag is elfogadhatd kozelités.

A 1ézerfény jellemzésére a Coulomb-mértékbeli vektorpotencialt hasznaljuk, és A () transzverzalis sikhul-

(Hz—mz)cbzo,nz

lamot jelent, vagyis A (z) = A(£), £ = wt — K Tk A= 0, pontosan Gigy mint a fenti klasszikus
(nem-kvantumos) leirdsban. E tulajdonsagok alapjan egyrészt az adodik, hogy 112 = (i9)* — 2eA - i0 + 2 A2,
masrészt kézenfekvonek latszik a megoldast egy £-t6l fiiggd modulalt sikhullam formajaban felvenni, azaz

Gp () ~exp[—i(p-z+ fp (§)] -
Ezt a (8.1-8) Klein-Gordon-egyenletbe behelyettesitve f,-re az alabbi egyszerii egyenletet kapjuk:

CC%D = ﬁ [517'14 _5214} =10, , )= /df I, (&) , ¢p(z) ~exp [_;Sp (x)] . (8.1-9)

Konnyen ellendrizhetd, hogy a kapott megoldas exponensében (1asd (8.1-9) harmadik &sszefliggését) pon-
tosan a klasszikus hatasfliggvény szerepel, amelyet mar a (8.1-6a) egyenletben megkaptunk. Itt tehat a kvazik-
lasszikus (WKB-) kozelités valdjaban egzakt. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tomorség érdekében célszerii
az impulzus helyett a hullimszamot bevezetni (p — ¥ —= p ), amint ezt a fenti kvantummechanikai for-
mulédkban is tettiik. Kissé hosszadalmas szamolassal megmutathato [14], hogy a megfelelden normalt pozitiv
energias megoldasok (ha a p impulzus a pozitiv tomeghéjon van, vagyis: py = 4++/ p'2 + x2) alakja:

E=k-x

1
¢p () = ——F—Fexp |—i|p-z+ / d¢'1, (&) ) (8.1-10a)
(2m)> (2po)*
Ezek a megoldasok a kdvetkezd ortogonalitasi 6sszefiiggést elégitik ki:
X Ay Sy 0 0
/ @67 ()10 oy (1) = 0 (F — F') , ahol [T og = 122 — 2L g (8.1-10b)
8$0 81‘0

A nemgativenergias megoldasok hasonlé ortogonalitasi sszefliggést elégitenek ki ,,egymas kozott”, és az
is belathato, hogy a fenti skalarszorzatra nézve mindegyikiik ortogonalis az dsszes pozitiv energias megolda-
sora. A (8.1-9) ill. a (8.1-10a) egyenletekben megadott egzakt megoldasokat a ,,skaldr elektron Gordon-
Volkov-allapotainak” nevezziik. Ezeket Gordon mar a 20-as évek masodik felében meghatarozta, abban a
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cikkében, amelyben a rdla elnevezett egyenletet is bevezette. (Vele lényegében egyidoben Schrodinger, Fock
és Kudar Janos mellett még masok is ,levezették” ezt az egyenletet.) Gordon e megoldasokat Compon-
szoras hataskeresztmetszetének kiszdmitasahoz hasznalta fel (az exponensben szerepld oszcillald tagokat el-
hanyagolta, ugyanis kis intenzitasoknal ezek valoban lényegtelenek). A tankdnyvekben szerepld pontosabb de
még mindig perturbativ formulat eldszor Klein és Nishina hataroztak meg a Dirac-egyenlet kozelité megolda-
saibol az atmeneti dramok modszerével. Erdekes megjegyezni, hogy kezdetben a Compton-eltolodést tsbben
probaltak eredményteleniil a (8.1-7c) kifejezésben szerepld intenzitasfiiggd Ap négyesimpulzus-eltolodassal
magyarazni. Ez nem vezethetett sikerre, mar csak azért sem mert (8.1-7c) bar relativisztikus, de ugyanakkor
klasszikus formula, abban az értelemben, hogy nem tartalmazza a Planck-féle allandot, ellentétben a kisérleti
eredményekkel.

A Dirac-egyenlet altalanos egzakt megoldasait sihullammal kdlcsonhato elektron esetében Volkov pub-
likalta eloszor 1935-ben. Ezekkel a megoldasokkal a jegyzet egy késobbi fejezetében foglalkozunk.

8.2. A nemlinearis Compton-szoras leirasa az atmenti aramok modszerével

Az atmeneti Aramok modszerét (mint a korrespondencia-elv alkalmazasanak egy specialis esetét) sikerrel alka-
Imaztak a kvantummechanika- és elektrodinamika kialakulasa koriil. Ez a mddszer valdjaban az 0j elméletével
egyez0 eredményeket szolgaltat szamos fontos esetben, s ezen felill jelentds elonye, hogy a klasszikus termi-
nologiaval leirhato, s igy intuicionkhoz kozelebb all mint a kvantumtérelmélet. A modszer 1ényege az, hogy
az elektron (vagy mas toltés) mozgasdhoz szokasosan hozzarendelt aramsiiriiséget az elektron két allapota
kozotti atmenethez tartozé atmenti aramstirtiséget asszocidlunk, és ezt szerepeltetjiik forrastagként az inho-
mogén Maxwell-egyenletekben. Ha ez utdbbiakat pl. a retardalt potencialok segitségével megoldjuk, akkor
megkapjuk a masodlagos spontan sugarzast, vagyis a szort teret. A spontdn megjelend 0j sugarzas szem-
pontjabol ez mindenképpen egy elorendii folyamat, fiiggetleniil attol, hogy az eredeti bejovo gerjesztés (es-
etlinkben példaul 1ézersugarzas) mennyire intenziv. A kdvetkezokben még tovabb megylink az egyszertsités-
ben, és kvantumatmentekbdl szarmazé atmeni dram helyett klasszikus atmeneti aramot hasznalunk az intenziv
Compton-szoras leirasara. Amellett, hogy a végeredmény megegyezik a relativisztikus Furry-képben végzett
pertubacidészamitassal adédd eredménnyel, mar itt is gyakorlatilag ugyanazokkal a matematikai részletekkel
talalkozunk, mint a teljes elméletben. Ez egyben alkalmat ad arra, hogy tobb, késobb is eloéforduld hasznos
formulat bevezessiink.
A, klasszikus atmenet” j (2’) négyesaramslir{iségét a szokasossal teljesen analég modon vezethetjiik be:

() = / dr %5(5 —2(1) 2 (1) = 3y () — 2y () 8.2-1)

ahol z,, (7) és z, (7) a kezdeti és a végallapoti trajektoridk, amelyeket a (8.1-7a) klasszikus eredmény szerint
irunk fel. A szort sugarzas A’ négyespotencialja az alabbi inhomogén d’ Alembert-egyenletet elégiti ki, amelyet
a retardalt Green-fliggvény segitségével fejeziink ki.

4 4
92A = %j JA(2) = %/d4z'G (2= 27 (2) , ahol %G (2 — 2') = 64 (2 — 2) . (8.2-2)
A kozépso egyenletben 1évo konvolucidt célszerli Fourier-komponensekkel felirni:
1 4 1 4 (k")
A (z) = 4i/d4k’G(k’)j(k') VA (2) = 4l/d4k’ge*“€ (8.2-3)
(4m)* ¢ (4m)" ¢ (k")
Ez a reprezentacid azért természetes, mert a Green-fliggvény Fourier-eldallitasa igen egyszeri, nevezetesen
G (k) = —=—r5. A k|, szerinti integralds sordn a komplex sikon a retarddlasnak megfeleld konttrt vélasztjuk,
@2m)k 0
ekkor
/ ; 21./
/ W 2 2 2 N0 A2k T ik s
= = WP 4 00 s 4 ) = o [ T[] L 62
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A szort fény A’ (z) vektorpotencialjanak ¢’ és &’ hullimszamu komponensét (8.2-4) alapjan az ¢’ - j (k')
Fourier amplitado adja tehat, s ez a (8.2-1) eredeti alak segiségével egyszertien kifejezhet6:

e jk)=e / dr g’-dzme*"’“"z“). (8.2-5)
T

(8.2-4) masodik egyenletébdl az is belathatd, hogy a hullamszdmkozbe emittalt energiadram

a3k’ 2
E/ _ i 8/ . a k/
3o 7 )
Ha (8.2-5)-be z (7) (8.2-1)-beli alakjat helyettesitjiik, és figyelembe vessziik az x,, (7) kezdeti és az z, (1)
végallapoti trajektoriak (8.1-7a)-ban megadott alakjat, akkor a kdvetkezo integralt kapjuk:

(8.2-6)

g-jk)=e / dul(a/ —a)+2 (8 — B)cosu+ 2 (v — ) cos 2u] x (8.2-7a)

xexp i ((s" —¢)u+ (¢ —&)sinu+ (n' —n)sin2u)] ,

1 e2a? kK -k

™
=)

ea

= =_——(le-k)(p-e)— (¢ = — 8.2-7b

0= E B e - v = i e
K -p ea 1 [k -k e?a® K -k

= =~ -p) — (kK- = 8.2-7

=rpt 4ck.p[k.p(€ 2 5)} 1783 (1 p)? (8.2-7¢)

VesszOvel a szort p’ impulzusra utalunk, pl. a = Ek,%g. A (8.2-7a)-ban szerepl6 integral kiértékeléséhez a
mar ismert Jacobi-Anger-formulat hasznalhatjuk:

oo

eiz sing _ Z J, (Z) eine 7

n—=—oo

ahol els6faju, n-edrendl kozonséges Bessel-fliggvény. Ezzel

e (k/) = Z [(a’ —a)Cy, + (5/ —B)(Ch=1 + Chryr) + (’V/ —7) (Cn—1 + Cry1)] 20 (§/ —s+n),
T (8.2-8a)
Co (€ =& —=m)= > Jna (& =T —n) . (8.2-8b)

l=—00
A (8.2-8a) egyenletben fellépd Dirac-féle delta argumentuma az egyes harmonikusokat reprezentalja:
K. Er
L TP egész szam (8.2-9)
k-p k-p

A fenti 0sszefliggés kompatibilis az alabbi négyesimpulzus-megmaradassal

P+ hk' =P+ nhk . (8.2-10)

Ugyanakkor (8.2-10)-bdl kiindulva (8.2-9)-ben £ kiesik, tehat numerikus értékére semmilyen megszoritas
nem adddik, azaz a (8.2-9) formulabdl kiindulva A-t , kézzel tettiik be”. A (8.2-10) megmaradasi tdrvény csak a
fotonhipotézisbol sejthetdé meg, illetve a kvantum-elektrodinamika formalizmusabdl adodik ki automatikusan.
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A feloltoztetett p négyesimpulzus (8.1-7¢) klasszikus formuldjanak felhasznalasaval megkapjuk az intenziv
Compton-szorasra vonatkozoé frekvenciafeltételt:

W, = e - (8.2-11)
1+(u2+nf)—‘;’)sin2% L+ p#sin” 3
ahol 6 < (?, e ) a szOrasszog, és wo = thQ az elektron Compton-frekvenciaja. A masodik formula a

klasszikus elméletbdl is kiadodik és a i — 0 hataresetben érvényes.
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