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Haar Alfréd. 1885. oktéber 11., Budapest --- 1933. marcius 16., Szeged.

>En Haar Alfréd, 1885. oktéber 11-én sziilettem
Budapesten, Haar Ignac foldbirtokos és neje, sziil. Fuchs
Emma fiaként. Sziilovarosomban az evangélikus
gimnaziumba jartam, amelyet 1903-ban az érettségi
bizonyitvannyal hagytam el. 1904 husvétja ota a budapesti
egyetemen matematikai, fizikai és csillagaszati eloadasokat
hallgattam. 1905 o0szén a gottingai egyetemre iratkoztam be.
Budapesten Beke, baro Eotvos, Frochlich, Kiirschak,
Rados, Scholtz, Gottingaban Carathéodory, Hilbert, Klein,
Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Voigt, Zermelo
eloadasain ill. szeminariumain vettem részt. Mindezeket az
urakat el nem mulo halam illeti. Kiillonosképpen mélyen
lekotelezve érzem magam azonban Hilbert titkos tanacsos
urnak azért a sokoldala 0sztonzésért és sokrétu tanitasert,
amelyet egész gottingai tanulmanyi idom alatt eloadasai és
személyes érintkezés révén nyujtott; allando 6sztonzo
érdeklodéséért legmélyebb halamat fejezem ki. <

[1] Haar A, Osszegyiijtott Munkdi. Sajté ala rendezte Székefalvi-Nagy Béla (Akadémia
Kiado, Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rovid életrajza.
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A BUDAPESTI AG. HITY. EVANG.

FOGYMNASIUM

ERTESITOJE

AZ 1902/1903-IKI ISKOTAI BVROT..

Sl A Budapesti Ag. Hitv. Evang. FOGYMNASIUM ERTESITOJE
e Az 1902/1903-iki iskolai évrél. Kozzéteszi GOBI IMRE

et E. I. Igazgato (Budapest, Franklin-Tarsulat
Konyvnyomdaja, 1903)
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[V. A fug.'mimzmnu dal- ¢és zeneegyesiletet a lefﬂl‘f 1skolal
évben is Ratz Laszlé tanar vezette. Tisztviseldi voltak : Angvﬂ,n Ja-
nos (VIII) elnok, Kovdes Sandor (VIII) alelnok, Krdmer Gusztav
(VIII) féjegyz6, Hazay Olivér (VIII) fépénztdros, Haar Alfréd (VIII)
ellendr, Kehrling Kdroly (VIII) fégondnok, Zsigmondy Gabor (V1l)
jeoyzs, Weisz Frigyves (VII) pénztaros, Mautner Istvan (VII) gondnok,
Strasser Istvén (VI) gondnok, Minnich Aurél (V) gondnok. A tagok
szdma 257. Az énekkari probdkat Brédi Ernd févdrosi énektandr, a
renekari probdkat Erédi Ern6 és Kovics Sdandor (VIII) vezették. Az
cgyesiilet részt vett a mdrcius 15-iki @innepen, mely alkalommal az

énekkar hazafias dalokat énekelt, Angydn Janos (VIII), Kovdcs Sén-
dor (VIII) és Meer Leo (VIII) pedig magyar zenedarabok elbaddsdval
emelték az iinnep fényét. Februdr 7-én jotékonycélu hangversenyt
rendezett az egvesiilet, melynek mitsora a kovetkezé volt: I. Schu-
bert: Ima. Eldadta a «Dal- és Zene-Egyesiilet» énekkara, Erodi Erno
énektanar vezetése alatt. II. Rieding: Preeludium és Fuga hdrom he-
gedlire, zongorakisérettel. Eldadtak: Berger KErndo VII. oszt. tanulo,

A Budapesti Ag. Hitv. Evang. FOGYMNASIUM ERTESITOJE Az 1902/1903-iki iskolai évrél.
Kozzéteszi GOBI IMRE Igazgat6 (Budapest, Franklin-Tarsulat Konyvnyomdaja, 1903)




A PRST AGDSTHITY EVANG MASPER £5 NEMET ERHAZEOYSEL FOHONMLOKZAT

GRAMAZILRANAY, TERLE

A Budapesti Agost. Hitv. Evang. FOGYMNASIUM ERTESITOJE Az 1903/1904-iki iskolai évrél.
Ko6zzéteszi GOBI IMRE, E. I. Igazgaté (Budapest, Franklin-Tarsulat Konyvnyomdaja, 1904)




A PESTI AGOST. HITV: EVANG: MAGYAR és NEMET EGYHAZKOZSEG GIMAZIUMANAK és TEMPLOMANAK
EPULETTERVE. [ in A Budapesti Agost. Hitv. Evang. FOGYMNASIUM ERTESITOJE Az 1903/1904-iki iskolai
évrol. Kozzéteszi GOBI IMRE, E. 1. Igazgat6 (Budapest, Franklin-Tarsulat Kényvnyomdaja, 1904)]




Az eloadas vazlata.

* Haar szerepe a matematikaban a XX. szazad elején.

 Néhany masolat Haar egyetemi eléadasjegyzeteibdl.
A Haar — féle ortogonalis fliggvényrendszer. ‘Haar wavelet’.
Haar-wavelet kés6bb. Néhany egyéb wavelet-alkalmazas. lllusztraciok.
A Haar — féle lemma variaciészamitasban.

A Haar — féle invarians mérték. Integral.




Haar szerepe a XX. szazad elején




Haar A, Osszegyiijttt Munkdi. Sajt6 ala rendezte Székefalvi-Nagy Béla (Akadémia Kiad6, Budapest, 1959)
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Haar A, Osszegyiijttt Munkdi. Sajt6 ala rendezte Székefalvi-Nagy Béla (Akadémia Kiad6, Budapest, 1959)

Bevezetés

Haar Alfréd egyike azoknak a matematikusoknak, akiknek a munkissiga a matematika
legtijabb fejlédésére altalinosan elismerten nagy hatéssal volt. All ez az ortogonilis fiiggvény-
sorokra és a varidciészdmitdsra vonatkozé munkéssigéra, de egészen kiildnleges mértékben
ill ez a folytonos csoportokra vonatkozé, egyben utolsé munkéajéra, amely egyébként szék-
foglalé tanulménya volt a Magyar Tudoményos Akadémién. Korai halila megakadalyozta,
hogy alapvetd felfedezése kdvetkezményeinek kiaknazasiban maga is részt vegyen.

A Magyar Tudoményos Akadémia mar évekkel ezelstt elhatarosta, hogy kiadja Haar
Alfréd deszegyijtott munkéit; a kiadas most, réviddel Haar halalinak 25-ik évforduléja utén
valésul meg. Ez a 25 év elegend§ volt ahhoz, hogy Haar tudoményos teljesitményének
- egész jelentdsége tisztan kibontakozzék.

Haar Alfréd rovid életrajza utin dolgozatainak jegyzékét kozsljiik, idérendi sorrendben.
Ezutén kovetkeznek maguk a dolgozatok, az alibbi, targykorsk szerinti csoportositésban :

A. Halmagelmélet.

== B. Ortogonilis fiiggvénysorok és szinguliris integralok.
C. Analitikus fiiggvények.
D. Parcilis differencidlegyenletek.

wp E. Varidciészdmitas.

== . Fiiggvényapproximéciék és linedris egyenlStlenségek.
G. Diszkrét csoportok és fiiggvényalgebrak.

==pp H. Folytonos csoportok.

Az egyes dolgozatcsoportok elé néhény, az illetd vizsgilatokra vagy mésok altal végzett
kdzvetlen folytatisukra vonatkozé jegyzetet illesztettiink be, természetesen a teljességre
valé minden igény nélkiil.




Alfred Haar, Gesammelte Arbeiten. Edited by B. Sz.-Niavy. Pp. 660.
1959. (Akademie der Wissenschaften, Budapest)

With the edition of the collected work of Alfred Haar (1885-1933)
the Hungarian Academy of Sciences has paid a fitting tribute to the
memory of this outstanding mathematician. All his 35 publications
are photostatically reproduced and according to subject matter divided
into 8 sections each of which is introduced by a short appreciation and
valuable references to later developments. The most important sec-
tions are those on orthogonal functions (the Haar system), on calculus
of variation (Haar’s lemma), and, of course, the section on continuous
groups (Haar measure and integral) which is Haar’s outstanding con-
tribution to modern Mathematics.

Most papers are in German language and for those in Hungarian a
(German translation has been added. The volume is very handsomely
produced.

W. W. RoGosINSKI

Review: [untitled]

Author(s): W. W. Rogosinski

Source: The Mathematical Gazette, Vol. 45, No. 352 (May, 1961), p. 155
Published by: The Mathematical Association

Stable URL: http://www jstor.org/stable/3614648

Accessed: 13/02/2011 03:17




Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 49., Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar
Memorial Conference Vols. I-ll. (North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987)

COLLOQUIA MATHEMATICA
SOCIETATIS JANOS BOLYAIL 49

A. HAAR
MEMORIAL CONFERENCE

Edited by

J. SZABADOS and K. TANDORI
VOL. L.

Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 49.,
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori
K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vols. |
- Il. (North-Holland Publishing Company,
Amsterdam, 1987)
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” Tegyiik ehhez hozza, hogy a gimniziumban Ratz Laszlé, a Kbzépiskolai Matematikai Lapok
érdemes szerkesztoje volt a matematika-tanara. Ennek a lapnak Haar is szorgalmas munkatarsa volt
kozépiskolas koraban. Az el6z6 évben érettségizettek szamara évenként tartott > Eotvos Lorand
matematikai verseny <-en 1903 6szén Haar Alfréd nyerte az elso dijat. Ez a siker jegyezte el az érettségije
utan eldszor vegyészmérnok-hallgatonak beiratkozott fiatalembert végleg a matematikaval.

A doktori szigorlatot 1909. Junius 16-an tette le a gottingai egyetem bolcsészeti karan,

magantanarra habilitalta.

Miutan rovid ideig a ziirichi miiegyetem helyettes tanara volt, 1912-ben a Budapestre meghivott
Fejér Lipot utodjaként a kolozsvari egyetem egyik matematika-fizika tanszékére nevezték ki, eldszor
nyilvanos rendkiviili tanarra; majd 1917-ben nyilvanos rendes tanarra; a masik tanszék tanara Riesz
Frigyes volt.

Az els6 vilaghabora utan Erdélynek Magyarorszagtol valo elcsatolasa kovetkeztében az addigi
kolozsvari egyetem tanarainak el kellett hagyniok e varost és elobb atmenetileg Budapesten, majd 1920-t61
Szegeden folytattak miikodésiiket. Haar Alfréd és Riesz Frigyes az uj szegedi matematikai szeminariumot —
amelyet késobb Bolyai Intézetnek neveztek el — hamarosan nemzetkozi tekintélyii matematikai centrumma
fejlesztették: ebben nagy szerepet jatszott az a folyoirat, az Acta Scientiarum Mathematicarum, amelyet Haar
és Riesz 1922-ben alapitottak (mint az egyetem Acta-inak matematikai szekcidjat).

Egyetemi eloadasainak targyat Haar leginkabb az algebra szamelmélet, analitikus geometria,
mechanika, differencialegyenletek, variacioszamitas, folytonos csoportok elmélete teriileteirél valasztotta.
Elsorangu egyetemi eléado volt, eléadasai vilagossagban, logikus felépitésben mintaszeriiek voltak.

A Magyar Tudomanyos Akadémia 1931-ben Haart levelez6 tagjava valasztotta.

Egyetemi tanari miikodését Szegeden egészen az 1933. marcius 16-an bekovetkezett halalaig
folytatta. A gyilkos betegség (gyomorrak) okozta halal életének legalkotobb szakaszaban, 48-ik életévében,
néhany honapos szenvedés utan ragadta el az élok sorabol. Sziillovarosaban, Budapesten van eltemetve.”

[1] Haar A, Osszegyiijtott Munkdi. Sajté ala rendezte Székefalvi-Nagy Béla (Akadémia Kiadé,
Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rovid életrajza







A Riesz-Fischer — tétel [1907].

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les systémes orthogonaux de fonctions.
Note (') de M. Frepgric Rigsz, présentée par M. Emile Picard.

Pour la résolution de certaines équations fonctionnelles, du type de
I’équation bien connue de Fredholm, M. Hilbert a indiqué une méthode
“générale(?); cette méthode consiste 4 rattacher la résolution de ces équa-
tions fonctionnelles & la résolution d’un systéme infini d’équations linéaires

Préselntée dans la séance du 11 mars 1go7.
Géth. Nachr., 1906, p. 157 et 43g.

ANALYSE MATHEMATIQUE, — Sur la convergence en moyenne. Note (')
de M. Er~st Fiscaer, préseniée par M. Emile Picard.

Le 11 mars, M. Riesz a présenté a I'Académie une Note sur les systemes
orthogonaux de fonctions (Comptes rendus, 18 mars 19o7). J’étais arrivé au
méme résultat et je I'ai démontré dans une conférence faite a la Société
mathématique a4 Briinn, déja le 5 mars. Ainsi mon indépendance est évi-
dente, mais la priorité de_la publication revient 4 M. Riesz. Je me permets

g+ 1@ +1:dy-+... unique, caractéristique du nombre J, et qui ne peut étre illi-
mité que si J est irrationnel.
(') Présenlée dans la séance du 2g avril 1907.

Riesz F, Comptes rendus 18 mars, pp 615-619 (1907) [,,Présentée dans la scéance du 11 mars 1907”’]
Fischer E, Comptes rendus 13 mai, pp 1022-1024 (1907) [,,Présentée dans la scéance du 29 avril 1907”’]




Hilbert két doktorandusza: Erhard Schmidt [1905]; Haar Alfréd [1909]

Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.

I. Teil: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen
vorgeschriebener.*)

Von

Ertarp ScamipT in Bonn.

" Dieser Teil ist bis auf das neu hinzugekommene IV** Kapitel, den § 18
und unwesentliche Anderungen in den tbrigen Kapiteln ein Abdruck wmeiner im
Juli 1905 erschienener Gittinger Inauguraldissertation.

Schmidt E, Mathematische Annalen 63, 433-476 (1907); 64, 161-174 (1907); 65, 370-399 (1908);...

Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme.*)
(Erste Mitteilung.)

Von

ArrreEp Haar in Gottingen.

*) Die vorliegende Arbeit ist, bis auf unwesentliche Anderungen, ein Abdruck
meiner im Juli 1909 erschienenen Gottinger Inauguraldissertation.

Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69,
331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911);...




Riesz 1911-ben, Haar 1912-ben kifejezetten Farkas Gyula
kozbenjarasara kertult a kolozsvari egyetemre:

,Nagysagos Dr. Fejér Lipot
Tud. Egyetemi tanar urnak
Budapest, Nador u. 51. V. em.

Kivaldan Tisztelt és Kedves Tanartarsam !

ime Riesz Frigyes tarsunk mar javaban megkezdte itteni miikédését nagy
lelkesedéssel a math. szeminarium korul is. ... Tegnap levelet kaptam Haartol.
... Egyébirant Haar levele oly mély hazafias érzelmeket arul el, hogy mostmar
nem is tartok attél, hogy ha egyszer haza kerilt, elveszitsiik a kulfoldnek....

Boldog életet kivanok uj lakasaban
Igaz baratja, Farkas Gyula”

8].

[8] Prékopa Andras, Farkas Gyula élete és munkassaganak jelentésége az optimalizalas elméletében. In
Martinas Katalin (Szerk.), Farkas Gyula élete és munkassaga. (ELFT Termodinamikai Szakcsoport,
Budapest, 2003) pp 9-26.




” Az elso vilaghaboru elvesztése kovetkeztében Erdély roman megszallas ala keriilt. A roman
hatésagok, nem varva meg a békekotést, az egyetem tanari karatol hiiségeskiit kértek, majd ennek
megtagadasa miatt az egyetemet Kolozsvarrol kiutasitottak. Az egyetem 1919-ben dtmenetileg Budapestre
keriilt, s a jogfolytonossag fennmaradasa érdekében a hasonlo sorsu pozsonyi Erzsébet Egyetemmel kozos
félévet hirdetett meg és inditott....

A menekiilt egyetem az 1921/22-es tanévtol kezd6doen Szegeden talalt otthonra. ... Az oktatas meginditasan
tul Riesz és Haar faradhatatlan szervez6 munkaba kezdett a kutatashoz és oktatashoz elengedhetetleniil
sziikséges konyvek valamint folyoiratok beszerzése ¢és gvarapitasa érdekében is. Ma latjuk igazan, hogy ezen
a teriileten is zsenialisak voltak. ... A Vallas- és Kozoktatasiigyi Minisztériumnal sikeriilt elérni, hogy
Demeczky Mihaly értékes matematikai konyvtarat megvasaroljak, Farkas Gyula pedig a Matematikai

Szeminariumnak ajandékozta sajat konyvtarat. A helyzetet - és a kiizdelmet - jellemzi a kovetkezo
anekdotikus igaz torténet. Haar professzor. aki igen jo viszonyban volt Klebelsberg Kundval, ecsetelte a
miniszternek, milyen katasztrofalis az Intézet konyvvel és folydirattal valo ellatottsaga. Klebelsberg
kinyomoztatta, hogy van egy Hamori Biré Pal nevii gyaros, egyben orszaggyiilési képviselo, aki "Hamori"
elonevéért tartozik az allamnak 25.000 pengovel. Kozbenjart, hogy ezt az dsszeget Biro a szegedi egyetem
Matematikai Szeminariumanak utaltassa at a konyvtar gyarapitasara . ...

Az igazi fejlodést és szinvonalat azonban a folydiratgyiijtemény jelentette. Riesz és Haar felvetették, hogy
matematikai folyoiratot kellene inditani , mégpedig nem akarmilyet, hanem vilagszinvonalut. Erre az anyagi
fedezetet egy tarsadalmi egyesiilet 1étrehozasaval teremtették meg. A varos nagyjai €és teheto s polgarai
létrehoztak a Ferencz Jozsef Tudomanyegyetem Baratainak Egyesiiletét. .... Riesz és Haar levélben fordultak

a vilag ismert matematikusaihoz, akik kozt sokan személyes ismerdseik voltak, és cikkeket kértek toliik. Ok
maguk is itt helyezték el legjobbnak tartott publikacidikat , és erre kérték arra érdemes tanitvanyaikat:
Rad6 Tibort, Szokefalvi-Nagy Gyulat és masokat is. Igy sikeriilt néhany év alatt vilagszinvonaliva fejleszteni
a lapot. Ragadjunk ki néhany nevet a fiatal Acta koteteibol: Fejér Lipdt, Neumann Janos, Polya Gyorgy,
Szegd Gabor, Riesz Marcell, Lanczos Kornél, Norbert Wiener, George D. Birkhoff, Henri Cartan, Antoni
Zygmund, Egervary Jeno, a még egyetemi hallgato Erdos Pal és természetesen a helyiek: Riesz, Haar,

Kerékjarto . ...”

[ Csakany Béla — Varga Antal , A szegedi egyetemi matematikai intézetek hetvenot éve. ]




Matematikai konferencia Szegeden 1928-ban.
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allé sor: Riesz Frigyes, Kerékjarté Béla, Haar Alfréd, Kénig Gyula, Ortvay Rudolf - iil6 sor: Kiirschak Jézsef, George D.
Birkhoff, O. D. Kellog, Fejér Lipot - szényegen iil6 sor: Radé Tibor, Lipka Istvan, Kalmar Laszl6, Szasz Pal
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[Csak zardjelben...; Egy nagy konferencia 2014-ben.]

XXXXX ( Conference name, which | do not display) ,, is dedicated to providing a harassment-free
conference experience for everyone. We do not tolerate harassment of conference participants in
any form. Conference participants violating this rule may be sanctioned or expelled from the
conference without a refund at the discretion of the conference organizers.

Harassment includes:

- offensive verbal comments related to gender, gender identity and expression, sexual orientation,
disability, physical appearance, body size, race, religion;

- sexual images in public spaces;

- deliberate intimidation, stalking, following, harassing photography or recording;

- sustained disruption of talks or other events;

- inappropriate physical contact, and unwelcome sexual attention.

Participants asked to stop any harassing behaviour are expected to comply immediately.

Exhibitors in the Industrial Exhibition are also subject to the anti-harassment policy. In particular,
exhibitors should not use sexualized images, activities, or other material. Booth staff (including
volunteers) should not use sexualized clothing/uniforms/costumes, or otherwise create a
sexualized environment.

If a participant engages in harassing behaviour, the conference organizers may take any action
they deem appropriate, including warning the offender or expulsion from the conference with no
refund. If you are being harassed, notice that someone else is being harassed, or have any other
concerns, please contact a member of conference staff immediately.

Conference staff will be happy to help participants contact hotel/venue security or local law
enforcement, provide escorts, or otherwise assist those experiencing harassment to feel safe for
the duration of the conference. We value your attendance.

We expect participants to follow these rules at all conference venues and conference-related
social events.”




Néhany masolat Haar egyetemi eléadasjegyzeteibdl.




’ Egyetemi eloadasainak targyat Haar leginkabb az algebra
szamelmélet, analitikus geometria, mechanika, differenciilegyenletek,
variacioszamitas, folytonos csoportok elmélete teriileteirol valasztotta.
Elsorangu egyetemi eloado volt, eloadasai vilagossagban, logikus
felépitésben mintaszeriuek voltak. ...”. ,,Haar Alfrédtol konyv nem
jelent meg. Azonban tobb igen gondosan megirt jegyzetet készitett,
részben sajat eloadasaira valo elokészilletként, részben hallgatoinak
hasznalatara (Szamelmélet, Algebra, Determinansok és quadratikus
formak, Vektor- és tenzoranalizis, Fels6bb geometria, Feliilletelmélet,

Elemi fiiggvénytan, Differencialegyenletek, Variacioszamitas,
Valoszinuségszamitas). Noha ezek az egyetemi eloadasok sok eredeti
részletet tartalmaznak, s mint egyetemi tankonyvek ma is bevalnanak,
a jelen osszegyiijtott munkak kozé valo felvételiikrol mar csak
terjedelmiik miatt sem lehetett sz0.”

[1] Haar A, Osszegyiijtott Munkdi. Sajté ala rendezte Székefalvi-Nagy Béla
(Akadémia Kiado, Budapest, 1959). Bevezetés.

S. V., Haar Alfréd fizikai matematikaja. ,, El6adasunkban e nem publikalt egyetemi jegyzetekbdl is mutatunk be
(tudomasunk szerint a szélesebb tudomanyos k6zonség szamara mindezidaig ismeretlen) szemelvényeket.”
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A Haar—féle ortogonalis fuggvényrendszer.




Haar Alfréd doktori disszertacidja (Gottingen, 1909).

0g nalel__l
- Funktionensysteme,

Inaugural-Dissertation Dem Andenken meiner Mutter

gewidmet.

zur

Erlangung der Doktorwiirds

der
hohen philosophischen Fakultht

der
Georg-August-Universitit zu Gattingen
vorgelegt von

Alfred Haar.

ans Badapest.

Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (/naugural Dissertation zur Erlangung der
Doktorwirde der hohen philosophischen Fakultat der Georg-August-Universitat zu Géttingen, vorgelegt von
Alfred Haar aus Budapest). 1909, 1-49. [2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste
Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371 (1910).

Giéttingen 1909,
Druck der Dieterichschen Tniversi Buchd arel (W, Fr, Kaestner).




Einleitung
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Divergente Reihen.
. Ein allgemeines Kriterium .
. Anwendung auf die Sturm-Liouvilleschen Reihen
. Anwendung auf die Kugelfunktionen . . . . . . . . . ..
Kapitel II.
Theorie der Summation.

. Ein Hilfssatz .
Anwendung auf die I'heune der trlgﬂnﬂmetrlsﬂhﬁn und Sturm Lmuvllleﬂche-n
Reihen -
. Die Summation der Sturm-Lmuvﬂ]B!ch&n Rmhen
. Verallgemeinerungen
Kapitel IIT.

Uber eine Klasse von orthogonalen Funktionensystemen,

. Das orthogonale Funktionensystem y .<q™

. Entwicklungen nach dem orthogonalen Funktmn&naystem 2

. Weitere Eigenschaften des orthogonalen Funktionensystems
. Verschiedene Verallgemeinerungen . . .

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371
(1910). * Die vorliegede Arbeit ist, bis auf unwesentlichen Anderungen, ein Abruck meiner im Juli 1909 erschienen
Gottinger Inauguraldissertation. [2¢] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911)




Das orthogonale Funktionensystem j.

Das vollstiindige orthogonale Funktionensystem j, den einfachsten
Reprisentanten jener Klasse von Orthogonalsystemen, definieren wir wie

folgt:
Es sei y,(8) = 1 im ganzen Intervall [0, 1] einschlieBlich der Grenzen;

sodann sei:
nE)= 1 fir 0<s<,
——1 fir $<s<1.
Wir setzen ferner:
W)= V2 wd @)= 0 fir 0<s<,

1 1
B iy

: » ‘Haar wavelets’.
- e A ‘Haar — féle

V2 , $T<s<i.

Auf diese Weise fahren wir fort; allgemein definieren wir die Funktionen fii , d .
unseres Systems folgendermaBen: Wir teilen das Intervall [0, 1] in | IUZZVENYICNASZEY
2" gleiche Teile und bezeichnen diese Teilintervalle der Reihe nach mit
i@ 4@, .. §#, Wir setzen nun:
A = 0 innerhalb der Intervalle U, 4, ... df%=%;

= 27 innerhalb des Intervalles iff*=%;

——)/2*=! innerhalb des Intervalles i{*;

- 0 innerhalb der Intervalle &%+, ... 2%

(k=1,2,- 5y 221

ortogonalis

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371
(1910). * Die vorliegede Arbeit ist, bis auf unwesentlichen Anderungen, ein Abruck meiner im Juli 1909 erschienen
Gottinger Inauguraldissertation. [Kapitel II1. 1§]




3. 4. Haar-féle ortogondlis rendszer 279

E flggvények a [0, 1] szakaszon vannak értelmezve, és igy jeldljiik oket:
A= 20 A0 22 s 2O

—

Qe

... .

TEETTT T
Qs =
e g e i B

I

2 B
j: M?J_J };f?ﬂ Z “rxi /}: s

J7. dbra

Ertelmezésiik a kivetkezd:

3. 4. Haar-féle ortogonalis rendszer

1. ha 0=x<« (_I , Tovébb? példaként ortogonalis fuggvényrendszerre ismerjilk meg a tobb
2 szempontbdl is nevezetes Haar-féle ortogonalis rendszert, melyet HaAR ALFRED¥)
doktori disszerticidjaban kozolt, 1909-ben.

1y iy
X'{} {I) ) 0* *) Haar Avrrén (1885 -1933) a kolozsvari, majd a szegedi egyetem tanara volt.
Egyike volt azoknak a magyar matematikusoknak, akiknek miivei nagy hatast gyakoroltak
a matematika legijabb fejlédésére. Kiilonisen fontos eredménye az un. , Haar-féle mérték”
felfedezése.

1
/2, ha 0=x<,

A=

1 1
-
—|'2, ha T <X=3,

0 a tobbi pontokban, 0 a tibbi pontokban,

Székefalvi-Nagy Béla, Valos Fiiggvények és Fiiggvénysorok. Masodik, Atdolgozott Kiadas (Tankonyvkiadé, Bp., 1961)




Az elso referencia: Faber [1910] ujrabizonyitja a Haar-rendszer teljességét.

“F Wi P ’ g

die Orthngona.lfunjitionén des H-arrnr Hs;a.r.

Uber

e i P :
Von GeEOrRG FABER in Tiibingen.

Wk by i Lli' ! -

In seiner interessanten Dissertation®) hat Herr Haar ein System
von Funktionen

) 165 565 226, 226 £°6), 126, 126, 16, .. 126

(k=1,8,...27"1)

aufgestellt, welche im Intervalle 0 < s <1 eindeutig definiert sind und
der ,Orthogonalititshedingung*

1 L ’ '
(2) P ()2 (s)ds =0
0

1) Uber invariante Gebilde qeaterniirer Formen., Wiener Berichte. Bd. 98. 1889.
2) Gottingen 1909; s. Kapitel III, S. 37.

Faber G, Uber die Orthogonalfunktionen des Herrn Haar. Jahresberichten der deutschen Mathematiker-
Vereinigung 19, 104-112 (1910)




Faber [1910] ujrabizonyitja a Haar-rendszer teljességét. Haar véleménye Faber munkajarol.

368 . A. Haax,

mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null iiberall existiert und mit f{:s)

iibereinstimmt, so folgt daraus:_die Entwicklung einer willkiirlichen

nach den Funktionen unseres Ovthogonalsystems honvergiert an jeder Stelle

mat_Ausnahme einer Punkimenge_vom Mape Null,
Ist aber f(s) an jeder Stelle des Intervalls stetig, so ist bekanntlich

fiir jede Stelle ohne Ausnahme

10 -2( [ o)

d. h. die Fourier-Entwicklung einer beliehigen_stetigen Funktion (in besug awf
unser Orthogonalsystem y) konvergiert an jeder Stelle des Intervalls [0, 1].%)

—

*) In einer kfirzlich in den ,Jahresberichten der deutschen Mathematiker-Ver-
einigung" (1910) erschienenen Note hat Herr Faber mein Orthogonals

stande seiner nmrauchuwemmht und leitet meine Sitze von neuem ab. Sein
Béweisverfabren ist aber von dem hier gegebenen nicht wesentlich verschieden.

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-
371 (1910).




A Haar-rendszer tulajdonsagai: ,,FRAME”.

§ 3.
Weitere Eigenschaften des orthogonalen Funktionensystems y.

Wir wollen jetzt einige weitere Eigenschaften unseres Funktionen-
systems ableiten, die jenen BSdtzen der Theorie der trigonometrischen
Reihen entsprechen, die man dort durch verschiedene Summationsmethoden
erhilt.

Aus dem Umstande, daB die Funktionen K®)(s, f) stets positiv sind,
schlieBen wir folgenden Satz:

DBleibt die im Intervall [0, 1] im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funldion f(s) zwischen den Grenzen m und M:

M < [(8) S M, Gr————
so bleiben auch alle Teilsummen der in bezug auf y gebildeten Fourier-
Rethe von [(s) zwischen diesen Grenzen:

m < [FOLP < M.
In der Tat, es ist z. B.

1 1
()2 = [ K@ (s, 6)f@) dt < M [ KD (s, t)dt = M.
0 ]

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69,
331-371 (1910).




A Haar-rendszer tulajdonsagai: ,,Lokalitas”. [ Késdbb (1946) Gabor Dénes példaja. ]

die Konvergenz der in bezug auf y gebildeten Fouwrier-Reihe einer willkiir-
lichen Funlktion an der Stelle s = a nur von dem Verhalten dieser Funktion
wm der Umgabzmy dieser Stelle ﬂbhﬂﬂg’t‘—
Stimmen die Funktionen f(s) und g(s) in einem noch so kleinen Inter-
valle iiberein, so kann man einen Index N so angeben, daf, sobald n > N
ist, alle [f(s)]® und [¢(s)]®) in diesem Intervall ebenfalls iibereinstimmen.
In Verbindung mit dem Hauptsatze des vorigen Paragraphen liefern
diese letzten Ergebnisse den folgenden Satz: Die in bezug auf y gebildete
Fourier-Reihe einer Funktion f(s) konvergiert am jeder Stetighkeitsstelle von
gegen diese Funktion.

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69,
331-371 (1910).




Gabor Dénes példaja (1946)

THEORY OF COMMUNICATION*

By D. GABOR, Dr. Ing., Associate Member.}
(The paper was first received 25th November, 1944, and in revised form 24th September, 1945.)

PREFACE

The purpose of these three studies is an inquiry into the essence of the “‘information’”

conveyed by channels of communication, and the application of the results of this inquiry
to the practical problem of optimum utilization of frequency bands.
_-In Part 1, a new method of analysing signals is presented in which time and frequency
play symmetrical parts, and which contains “time analysis” and “‘frequency analysis’ as
special cases. It is shown that the information conveyed by a frequency band.in a given
time-interval can be analysed in various ways into the same number of elementary ‘“‘quanta
of information,” each gquanium conveying one numerical datum,

In Part 2, this method is applied to the analysis of hearing sensations. It is shown
on the basis of existing experimental material that in the band between 60 and 1 000 cfs
the human ear can discriminate very nearly every second datum of information, and
that this efficiency of nearly 50%; is independent of the duration of the signals in a remark-
ably wide interval. This fact, which cannot be explained by any mechanism in the inner
ear, suggests 2 new phenomenon in nerve conduction. At frequencies above 1000 c/s
the efficiency of discrimination falls off sharply, proving that sound reproductions which
are far from faithful may be perceived by the ear as perfect, and that “‘condensed” methods
of transmission and reproduction with improved waveband economy are possible in
principle. :

In Part 3, suggestions are discussed for compressed transmission and reproduction of
speech or music, and the first experimental results obtained with one of these methods
are described. .

Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (lll), 429-457 (1946).




A Rademacher —rendszer [1922] nem teljes, ellentétben a Haar-rendszerrel.

Einige Siitze iiber Reihen von allgemeinen
Orthogonalfunktionen.

Von

Hans Rademacher in Hamburg,

Einleitung.

Der Riesz-Fischersche Satz, der besagt, dall es zu jeder Folge von
reellen Zahlen ¢, ¢, ¢, ..., ¢, ... mit konvergenter Quadratsumme eine
hochstens bis auf eine Nullmenge bestimmte Funktion f(z) gibt, deren
Fourierkoeffizienten in hemg auf ein vorgegebenea System von Drthug;onal-
funktionen ¢, (), @, (2),.".., ¢ (), ... die Zahlen ¢, sind, hat eine Reihe
von Versuchen hemrgehmcht jene thktmn ;:{,a:} in ranhnmﬂch einfache
Beziehung zu deh ¢, und den ¢ (x) zu natczan Das aligemeinste Ergebma
in dieser Richtung ist wohl der Satz von Wej'l‘], néch dem man sus
der Reihe . TR

(1) ﬂl?ﬁ(*)’""”ﬂ‘?’ﬁ(”)"“*-“

stets eine fast iiberall konvergente Folge von Teilsummen auswhhlen kann,
deren Limesfunktion, wie man leicht sieht, die vom Riesz-Fischerschen
Satz behaupteten Eigenschaften besitzt. Dieser Weylache Satz soll im
fo]genden dahin prézisiert werden, dall zu vorgelegter konvergenter Reihe

g, e, -die Indrz-ea der Teilsummen einer kunv'argantaan Folge explmte an-
gegebeu werden.

Rademacher H, Einige Siitze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen. Mathematische Annalen 87,
112-138 (1922)




3. 5. Rademacher-féle rendszer

3. 5. Rademacher-féle rendszer

Kiiltntsen bizonyos valosziniiségszamitasi alkalmazdsai miatt bir jelen-
toséggel a kovetkezd, Rademacher-féle ortogonalis rendszer a [0, 1] inter-

vallumon:
ro(x) =1, ri(x)==sgn(sin 2*;rx)*) (k=1,2,...).

Ha tehat a [0, 1] intervallumot 2 egyenld részre osztjuk, akkor r.(x) ezekben
felvaltva a {1 ésa —1 értékeket veszi fel, a 0, 1 végpontokban és az oszto-
pontokban pedig az értéke 0 (k=1).

—
| '
i

' [
e &
T

:— ] ]
.{; I& 7l
38. dbra

Ez a rendszer ortogonalis. Legyen m>n=0. Ekkor minden olyan / sza-
kasz, amely r,(x) két szomszédos ugrasi helye kozé esik, és amelyen tehat
r.(x) allandéan + 1 vagy —1, az r.(x) fiiggvénynek paros szamu (pontosan
2" ") konstansintervallumat tartalmazza: ezek felén az r,(x) értéke + 1, felén
pedig —1, ¢s igy

Székefalvi-Nagy Béla, Valos Fiiggvények és Fiiggvénysorok. Masodik, Atdolgozott Kiadas (Tankonyvkiadé, Bp., 1961)




A derivative of Haar’s system [ 1909 ]: The Walsh orthogonal
system [ 1922 ].

A CLOSED SET OF NORMAL ORTHOGONAL FUNCTIONS.*
By J. L. WaLsH.

Introduction.

A set of normal orthogonal functions {x} for the interval 0 = a2 = 1 has
been constructed by Haar,} each function taking merely one constant value

in each of a finite number of sub-intervals into which the entire interval
(0, 1) is divided. Haar’s set is, however, merely one of an infinity of sets
which can be constructed of functions of this same character. It is the
object of the present paper to study a certain new closed set of functions
{0} normal and orthogonal on the interval (0, 1); each function ¢ has this
same property of being constant over each of a finite number of sub-intervals
into which the interval (0, 1) 1s divided. In fact each function ¢ takes
only the values + 1 and — 1, except at a finite number of points of dis-
continuity, where it takes the value zero.

The chief interest of the set ¢ lies in its similarity to the usual (e.g., sine,
cosine, Sturm-Liouville, Legendre) sets of orthogonal functions, while the




The Haar system [ 1909 ]. The Walsh system [ 1922 ]. The
Rademacher system [ 1922 ].

The set x is known to be closed;* it follows from the expression of the
x 1n terms of the ¢ that the set ¢ 1S also closed.

The definition of the functions ¢ enables us to give a formula for | The Walsh
e(x). Let us set, in binary notation, system is also
complete.

G | Q2 , (g

“’=§‘1+'§2+"2‘3"|‘“" a; =0 or 1. |1 Because it is
. _ derived from
If x is a binary irrational or if in the binary expansion of x there exists the Haar

a; £ 0,1 > n, the following formulas hold for ¢} system. ]

Yy = 1, @1 = (W 1){”!
o = (= Dyt o = (= D,
qol'al) ( s 3 )“21_“;1’ @2}2) = (—1 )&H"arl'ﬂs.

(3) e aytag (4) J
50(31) ( 1) i ’ ‘pfz . 24 J. L. WarsH: Normal Orthogonal Functions.
ea = (— 1)r7™, ei 3 S :

(3 ORI AT (4) | Continuation in this way together with the Lemma shows that every
¥4 (_ 1) ' Pa - @, must vanish. This reasoning is typical and does not essentially depend
(5) (_ l)ﬂfhu 6y on our numerical assumptions about 2. Then Theorem IX is proved.
@y ] Ly e i T ia i o

K yartas (8) | The reasoning is precisely similar if instead of the hypothesis of Theorem
P4 (_ ) ’ Pa’c IX we admit the possibility of a finite number of points in the neighborhood
of each of which the convergence is not assumed uniform:

TueorEM X. If the series

apgo(®) + mer(®) + o A+ anga@) + -

The general law appears from these relations; converges to the sum zero uniformly, 0 = x = 1, except in the neighborhood of
a finite number of points, then ) = a; = @t = -+ = @y = ---.

- . . .

(PQ" — (— l)anml'ﬁln Harvarp UNIVERSITY,

May, 1922.
(k) (1 7
En = @Ek—1¥n -




A derivative of Haar’s system [ 1909 ]: The Walsh orthogonal system [ 1922 ].

A BREMAREABLE SERIES OF ORTHOGONAL FUNCLIONS (I). 241

A REMAREABLE SERIES OF ORTHOGONAL FUNCTIONS (I)

By R. E. A. C. Parr,

[Roceived 29 April, 1991, —Head 14 May, 1931.]

L. We define a sequence of functions @,(t), $,(t), ... ¢,(2), ... by the
following conditions:
dity=1 (0=t}
it =—1 (F=tl)
Folt+1) = ¢oft).
Palth=pl2*0) (n=1,2 ...}

We pall the funetions ¢, (t) Rademacher'st functions,
By means of Rademacher'a funotions, we define a new system as
follows, Let n=2%4-3%4+ 2% then we write yi(t) =1 and

(t.1) Palt) = the, (8 (8} o o () (= 0)

This system has already been obtained in a different way by
Walshi. Walsh has proved that the equation (1.1) defines a normalized
sot of orthogonal functions for the interval (0, 1), Ewery fonotion f{t)
abaolutely integrable in the interval (0, 1) can be expanded (quite
formally) by meana of the functions (1) in the form of & series

(1.2) Sty Ef“‘"‘“}'

where the numbers ¢, are defined by means of the equation

(1.21) c,.=j:ﬂ:w..m dt.

t Ses Rademncher, §; Hhintchine, §; Paley and Zygmued, 8 Kacemarz and Bleinhans, B
1 Walsh, 12,
sga. 3. VoL, 4. wWe, 1864, R

242 R E A O Pasy [May 14,

Walsh established a connection between the series (1.2) and the
ocorresponding expansion in terms of another series of orthogonal fonctions.
These are the Haart system of orthogonal functions [y}, which are defined
in the following way. We write

xlth=1,
wi=1 (0gi<i),
wlt=—1 (f=t<l)
i =2, xEHE =0 o=t}
) =—2, =0 (f=t<})
=0  PH=v2 @G<t<d
=0,  PU=—ve G<t<l).
Wa divide the interval into 2¢ equal sub-intervala, and denote by ™ the
interval (m—1)/2" =t < m/2%  Then we define the n-th group of functions
{x} in the following way :
ximHE) = 4/87%1 in the interval ¢ -1,
= — 4/2%1 in the interval {*™,
=0 elsewhere (m=1 2, ..., 2=1}

Walsh proves that, if the function f{t) is expanded by means of the
funetions {y} in a series

(1.9) f~te+ £ F iy,
r=]l m=1

then the 2*-th partial eums of the two aeries (1. 2), (1.3) are equal. Heis
able to deduoe a number of properties of the series (1. 2) from the corre-
sponding properties of the Haoar ortheponal system. In a more recent
paper Kaozmarz uses the same method to obtain furlher propertiss of
the system {}. Most of the theorsms which we obtain in this paper
follow from s recent theorem of Hardy and Littlewood§ on averages.

‘We begin by giving a fresh proof that the system {if} forms & normalized
arthogonal system for tha interval (0, 1); in other words that

(1.31) f 0t =0 s,

=1 (m=mn)

t Hasr, {.
} Hnozmors, §.
§ Hardy and Litalaweed, 2.

Paley R E A C, A remarkable series of orthogonal functions (l). Proc. London Math. Soc. 34, 241-264 (1931).




Franklin [1928] folytonos fliiggvényrendszere. [A ‘Haar-rendszer integralja]

A Set of Continuous Orthogonal Functions.
Von

Philip Franklin in Cambridge (Mass)) (U. S, A.),

1. Introduetion.

There exist continuous functions for which, at some points of the
interval of orthogonality the classical Fourier series fails to converge. The
analogous expansions in orthogonal functions arising from the simpler
boundary value problems seem to share this property with the Fourier
expansion’). This led A. Haar to ask if the property was common to all
sets of orthogonal functions. He showed that it was not by exhibiting
a set of orthogonal funections giving, as the expansion of any continuous
function, a series converging uniformly to the function throughout the
fundamental interval. The individual functions of his set, however, are
discontinuous, so that his example does not exclude the possibility of the
property being common to all sets of continuous orthogonal functions. In
this paper we construct a set of continuous orthogonal functions similar
to Haar’s set in that the expansion of any continuous function represents

the function everywhere,

Franklin Ph, A set of continuous orthogonal functions. Mathematische Annalen 100, 522-529 (1928)




‘Schauder-bazis’. Riesz ‘atviteli elvének’ alkalmazasa. ,,Ubertragungsprinzip”

Eine Eigenschaft des Haarschen OrthogonalsystemsY,
Voo
Juljuss Schander in Lwdw.

Batz I. Ist f{x) eine im Inbervall (0, 1} erklirte und daselbst mit
der @-ten Potenz des Betrages (« =z 1) im Lebesgueschen Sinne integrier-
bare Funktion, so ist

1 o
() lim [7(2) — £ o,pi(2)|*da—0,
M=t O = L

. wo {@(x)} das Hsarsche Orthogonalsystem *) und {¢} die ,FPourier-
Rosffizienten™

i .
(2) o= [f=)pi(=)dz (F=1,28....)
begeichnen,

Beweis. [Wir werden im folgenden s, [f] oder, moch Iiirzer,

&, Btotth ‘_ﬁ ¢;9; (®) schreiben und werden meistenteils die selbstverstind-
=]

liche Variable  nnterdriiclen. ]

Wie Herr Haar beraits gerzeigt hat®), zerfillt das Intervall ¢0 1}
in m (n) Teilintervalle (@, a0 {8, Ggdy .- -, (8 _ys @0, 80 da0 g [f]
innerhalb eines jedem Teilintervalles konstant ist; gensumer ist

Trizran

{8) ﬂ'..{f'}=":,h_l—_n

fir g, < <a,,,, k=10,1,2,...,m—1.

Yy Die hier in Frage kommende Eigensobaft habe ich in einer friheren Arbeit,
Math. ZFeitschr, 26, B. 480, Feile 1—4 benutzt; hier soll der Beweis nachgetragen
werden., Vorliegende Note tritt an Stelle der in der dortigen Korrelbtoranmerkong *),
8, 4380 angekfindigten franzfaisschen Poablikafion.

1} A Haar, For Theorie der orthogonalen Funlticnensyetems, Inangors]-Disser-
tation, Gottingen 1909, Kap. LI, 58 1—3

*) A, Hoar, Ioo. cit. & 2, vorleteter Satz [S. 44].

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift 28, 317-320 (1928)




‘Schauder-bazis’. Riesz ‘atviteli elvének’ alkalmazasa. ,,Ubertragungsprinzip”

Satz II. Sei £ ein zusammenhéingendes, beschrinktes, ebenes Gebiet
vom 'Leheagueschen MaB8 Eins. Es gibt ein in Bezug auf Q orthogonales,
normiertes und vollstindiges System {@,(x, y)}, welches fiir die in Q
erklirten, mit der «-ten Potenz ihres Betrages (¢ > 1) iiber Q doppelt
integrierbaren Funktionen f (2, y) dasselbe leistet, wie das Haarsche Sy-
stem fiir analoge Funktionen einer Variablen in ¢01) gemil Satz I.

Beweis. F.Riesz hat folgendes Ubertragungsprinazip formuliert®): , Ist
eine meBbare Menge M von beliebiger Dimension nund vom InhaltsmaBe m
gegeben, 50 kann man diese Menge im wesentlichen etneindeutig auf eine
Strenlfa von der Linge m derart abbilden, daB jeder meBbaren Teilmenge
der einen Menge eine meBbare Teilmenge der anderen Menge, und zwar
von gleichem InhaltsmaBe, entspreche. Der Ausdruck ,sm wesentlichen
Es:neiﬂdeutig“ ist folgendermaBen zu verstehen: Fiir jede der beiden Mengen
bilden jene Punkte, denen in der andern Menge kein Punkt oder mehr
als ein Punkt zugeordnet wird, je eine Nullmenge.*

F. Riesz hat dieses Prinzip ohne Begriindung angegeben, man be-
n?erke aber, dal die Peanosche Kurve eine Abbidung des Quadrates auf
eine Strecke liefert; diese Abbildung ist von der eben beschriebenen Art.
Liegt also ein beschrinktes, ebenes Gebiet 2 vom MaBe 1 vor, so bildet
man zundchst das Q enthaltende Quadrat im wesentlichen eineindeutig

1911}? gjit;muehungen iber Systeme integrierbarer Funktionen. Math. Annalen 69

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift 28, 317-320 (1928)




Riesz ‘atviteli elve’. ,,Ubertragungsprinzip”

§ 16.

Ubertragung der Resultate auf Funktionen, die auf einer beliebigen
meBbaren Menge erklirt sind. Ein Ubertragungsprinzip.

Wir hatten in den §§ 4—15 vorausgesetzt, daB die betrachteten
Funktionen auf einer Strecke definiert werden. Diese einschrinkende
Voraussetzung ist keineswegs notwendig. Unsere Resultate gelten fiir alle
entsprechenden Klassen von Funktionen, die fiir eine mefbare Menge beliebiger
Dimension. von nicht ﬂersahmﬂd&ﬂdmn Inhaltsmapfe erklirt werden; es ist
natiirlich auch der Begriff des Inhaltsmafes entsprechend zu deuten.

In meinen ersten Arbeiten iiber den hier behandelten Gegenstand

hatte ich einen Weg angedeutet, der im Falle p =2 zu dieser Verall-
gemeinemng der Resultate fihrt.*) In diesem Falle gentigt es nimlich,
auf jener Menge ein einziges vollstindiges, reell orthogonales Funktionen-
system zu erkliren und auf dasselbe den in der Einleitung zitierten Satz
zu ibertragen; das fibrige wird dann schon durch die Analysis unendlich
vieler Veriinderlicher geleistet.*¥)

*) Vgl. F. Riesz, ,Sur les systémes orthogonaux de fonctions et I'dquation de
Fredholm*, 1. cit.

**) Es handelt sich dabei natiirlich zunfichst um die {'bertragung der entsprechen-
den Resultate der §§ 6--156. Will man aunch die friheren Entwicklungen iibertragen,

Riesz F. Untersuchungen iiber Systeme integrierbare Funktionen. Mathematische Annalen 69, 449-497 (1910)




Untersuchungen tber Systeme integrierbarver Funktionen.

Riesz ‘atviteli elve’. ,,Ubertragungsprinzip”

Frispricu Riesz in Budapest.

Bei den meisten Resultaten fithrt nun auch das folgende ﬁbﬁl‘t&'ﬂgungg-
prinzip zum Ziele, das wir hier nicht weiter begriinden: Ist eine mefbare
Menge M vor belickiger Dimension und vom Inhallsmafe m gegeben, so kann
man diese Menge im wesentlichen ein-eindeutiq auf eine Strecke von der
Liinge m derart abbilden, dafi jeder meflbaren Teilmenge der einen Menge
eine mefbare Teilmenge der anderen Menge, und zwar von gleichem Inhalls-
mape entspreche. Der Ausdruck ,im wesentlichen ein-eindeutig® ist folgender-
maBen zu erklidren: Fiir jede der beiden Mengen bilden jene Punkte, denen
in der andern Menge lkein Punkt oder mehr als ein Punkt zugeordnet
wird, je eine Nullmenge.

T ———————— L

so ist der Begriff der Teilstrecke durch Auszeichnung gewisser Teilmengen zu ersetzen.
Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir Satz III des § 15 und die nachfolgenden Entwick-
lungen iiber Gleichungen vom Volterraschen Typus.

" Vgl. meine Arbeit: ,Sur les suites de fonctions mesurables, L cit, wo
unter andern die in § 7 der vorliegenden Arbeit entwickelte Ausdehnung des Fischer-
schen Satzes durch eine Methode begriindet wird, die unmittelbare Ubertragung ge-
stattet. Vgl. auch H. Weyl, ,,Uber die Konvergenz von Reihen ete., 1. cit.

Riesz F. Untersuchungen iiber Systeme integrierbare Funktionen. Mathematische Annalen 69, 449-497 (1910)




‘Schauder-bazis’. Riesz ‘atviteli elvének’ alkalmazasa. ,,Ubertragungsprinzip”

Durch Zusammensetzung beider Abbildungen erbilt man eine im
wesentlichen eineindeutige, das Lebesgunesche Mal erhaltende Abbildung
von £} auf die Btrecke ¢01).

Vermittels dieser Abbildung liefert nun eine jede Haarsche Funktion
w;(z) eine in £ definierte Funkbion @;(=z,y) wvon zwel Variablen.
{@p,(z,y)} ist das gesuchte Orthogonalsystem. Um den Beweis auszu-
fithren, bemerke man, dal die Abbildung den Wert der Integrale nicht
dndert. (Genauer gesagt, entspricht einer Funkfion f(z, ¥) von zwei Va-
riablen, die ein endliches Doppelintegral

_LJ‘ | (2, ¥)|*dedy =J

besitzt, vermoge der Abbildung eine Funktion einer Variablen f(x), die
dem Integral

[1f()|"d=

denselben endlichen Wert J erteilt. Infolgedessen entsprechen sich gegen-
seitig die Partialsummen vom gleichen Index n der Orthogonalentwicklung
von f(x,y) nach {g;(x, y)} und der Orthogomalentwicklung von f(x)
nach {p,(2)}, so daB die Beziehung (1) ohne weiteres in ihr zwei-
dimensionales Analogon fibergeht. Da die Integrale erhalten werden, iiber-
trigt sich auch die Normiertheit, Orthogonalitit und Vollstéindiglkeit des
Haarschen Systems auf das {¢,(z, y)}-System.

(Eingegangen am 31. Dezember 1927.)

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift 28, 317-320 (1928)




Haar-wavelet és néhany egyéb wavelet-alkalmazas. lllusztraciok.




Later results summarized by P L Uljanov in 1985.
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HAMNR SERIES AND RELATED GRESTIONS
F. Lo ULJARDV

§ 1. INTRODUCTION

In 180% A, Hazr introduced into sathematics a2 resarkable systen
of fuactions ¥ = -j;;"l[t;l-'i:=1 wiich bears iz name today, Ha definod
this systen first in his dissertation {see [1] and alss ZF-L]I] amd
the definition runs as follows. For moe 1 Tt i) = xjﬂ‘(t] =1

[te 0,0 )and For m2 ¢ ,m=8"+k (122" ne-0,0....)
zet

wli] ey | 1
x_rr“‘ ] qu.tu:l,

k0 @ (e0h, oy (1= (1-0) and o it) = -

if Lo, , whare

!
. (Bk=2 2k-1
£ s I\Enﬂ 'zrl-r'lJ
} - k-1 2k
(1) aith = e = | 2t e ve [BEL 2
[k=1
En

b 5F te {01}~

The first basic results about this system were gstablished by

Haar himself, He prowed ([1=4]1) that =+ is a complete arthonormal
swatem (CORE) on (0,01 such that every series

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 49.,
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II.
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.




Later results summarized by Uljanov in 1985.

L
tl
1 al'l'l"':IT"[ d

o=

with Fourier coefficients
._.|=='-m[lfl = 'i'..:-_"] _i} F':T-.‘xm[t]dt L e{t,a; )

has the following properties:

al if f & C[0,11 , then the serfes [2) converges wniformly to
fit) on (0,11 3

bl if f € L(0,1) . them {&) converges almist everywhare [a.e.}
ta fltl en [0,1] .

The Haar systed was the first one with such striking properties.
Mccording ta theorens by Cu Bois Reymond {13760 and A, N, Kolmogoro
(1922) the trigonometric svsten T satisfies nelther a) nor b) {see
(6, p. 1%F and 39110,

The Haar system has proved to be the source of seweral other fume-
tign systems with certain specific propevties Csee [11, p. 111]). We
mEntion only a few of tham; i

&) Pademacher system [zee [201, [7, p. 591 and [, p. 1477)

S L
Ro=lr 7, with r{t) =27 -k 0 (e)

bl Halsh system {see [21], {8, p. 155] amd [

{13,

1 [
[}

(i e i,
with wl'flﬂ’[tln_.;[':“'i:] and w:'U0E)

W= |lu n

far t=q=g" y where E-::|k1 = &1 are chosen so that iwr
'

arthonarmal system an [0,1] .
¢} Faber —Schauder system (see [22]1, [23] ard (11, o, 2091}

t
5 i ke - g s e B .
[B] & = 'cm}r:=L' With :pﬁ_l and 1~:"|:.] = IZI }_rll.:ll'_.l if teld,1]

and m 21,

This syitam wes oriclnally given by Faber in 1290 and was re-
arranged by Schauder in 1577,

d] The Framklin system F = "f-.l;'ﬁm--] (see [25] and [&, p. 144])
tan be ostained from the syster ¢ by Schmidt orthooonalization

I,_I-f1[t] With :'.m‘"_-xt '

The research concerning the Hoar and veloted systems has shown
intensified activity in fthe Jast 25 wears, This can b explained by
the facts that swch dinvestigations are interesting in themselves and
have theorefical and practical applicatians in other dizciplines of
mathematics as well. It iz especially important that in many proglems
the Haar swstem {pr same af L& relatives] serwas the role of a stan-
dard. First of atl, it satisfies some suffieitensly peneral peoparides
which are far not satisfied by every system. On the other hand, and
thiz is even nore faperiant, 1f the Soor avarem desa met hape 4 cer-
Lain property then this property 35 not poageersd by o penersl olose
of apstemn (CONS*s, bases etc.). A1l this made it possible to make a
deeper and more specific distinction betweon speciflc properties of a
given conerede Ay aten and propertias characteristic for whole nlossos
af .'4;.':1&1.-;.

Conventionally four dircctions of the investigations in this field
are distinguished,

[. The Haar system and series in it;

LI, Systems {and series in them) originatine From the Hapr Sys-
tom [asiong athers systems (4)-{7));

116 Application of the vesults from I and [I to the thegry of
genera]l orthogonal systems as well ns to some other questions of the
theory of functions.

. Application of the Hagr system and its relatives in different
branches of matheratics (numerical amalysis, coding theory, progability
theary, signal theory etc.].

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 49.,
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II.
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.




Later results summarized by Uljanov in 1985.

In these four directions hundreds of matheraticians are warking
in different countries (USSR, Humgary, Poland, USA, France etc.). Some
infermation atout this, together with correspanding literature, <an be
found in [5-81, [10-19].

In this paper we oniy discuss some results from direction I and
partly from direction I1I1, mentioning simultansously some open prob-

lems.

% 2. CONVERGENCE AW DIVERGENCE

1. Beaza, In § 1 we mentioned that if £ € C[0,1] then {2} uni-
formly convergences to © , i.0. the Haar system {1 15 almost a basis
in CEQL1] . Howewar, for mz 2 {1]) consists of discontinuous func-
tions not belopging to C[D,1] . First G. Faber [2Z] comstructed in
1910 3 basis for C[0,1] from continuous functions; swch a basis is
the system 4 Trom (6). This result was rediscovernd by J. Schauder
(23] in 1927 who established a series of sinilar bases in C[0,1]

{see also [8, p. B31). In 1928, J. Schauder (243 .proved that the Haar
system is a basis in LFin,1) for every p € [1,=) .

Wowever, the Faber - Schauder system {4 1 1=7not srthogoral and
the question about an orthonormal basis in C[0,1] was brought up.
Syck a basis was constructed in 1978 by Ph. Franklin [2%1, namely
{fmj From (7)) {see also [8, p. 144]). After that 2, Clesielski [E27]
found @ whole class of arthogonal bases in €00,

In 1937, J. Margfnkiewicz verified that the Raar system 15 an
uncenditional sasis in LFGO1) , 1< p = « . In the proof ke used
Paley's theorens concerning Walsh series. A short preod for Harcin-
kiewicz® theorem was found by V. F. GapeSkin [46]. Me also mention
that on the basis of the system 3y , A. W, Dlevskid constructed a spe-
cial orthonorme] basis ¢ i C[O,11 and K. 5. ¥araryan [122] proved
thaz ¢ was mol an unconditioral basiz in LP{o4) ¢ pe [1,2)
U (2,= .

Let f € L{D,1) . We set (see [6, Ch. 3])

B
STOF) =5 (F,0) = sup [Syitd [ = sup [S0t,9)) = sup | T (Fopdegtth]
15 b= IZhew NN Im=1 |

and the Paley functiom iz definped as

- 3172
PP - P(fith = { T () S50}
=

By L7(0,1) we demote the set {f: ||3'.’I‘,t:||g! < w} which is a sub=

space in L{B,1) with norm ], = ||57(F) g« In 1970, G. Burkhelder
and K. Gundy [48] and B. Davis [49] establfshed the existence of two
constants 0 = E1 < Cz Sch that

CIPEN, £ ISM I < G PIFH, for every £ € LID,T) .

It Fallows {see [6, pp. 100-1011) that the Haar system 15 an uncondi-
tignal basis in L¥(0,1) and that a Fourier series (2) with Fourier
coefficients {3) converges unconditiomally if and only if f £ L*(0,10.
We mention that &. Burkholder, K. Gundy and BE. Davis proved their re-
sults directly for martingales (the sequence of partial sups of an ar-
bitrary Haar series is always a martingale [see e.g. [47-49], [B3]}].
Already in 1%6, M. 8. Petrovskaya [52] estaklished the following: in
order that ewery fumction f € I-ff apw have unconditionally convargent
Fourier —Haar series in L{0,1} 1L 1s necessary and sufficient that

L]

(8} I dulh) <=,

According to our thenr‘eg tsea [G11), inequality (B] irplies that
Felinl pravided Fe |r"1’~'5t L and this in teen implies § & L*(0,1)

*IF 1 =ps= and w(s) 5 a modulus of contingity then we say that

fe H’"':"":I 1ff far the integral modulus of continuity af f we hawve

wglf,F] =0lulfl) . Unen p== we set HY = WY and w (8.6« u{f,f) .

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 49.,
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II.
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.
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Transforms aasuclqted to square integrable group representations. |.

General results
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Let G be a locally compact group, which need not be unimodular. Let x—U (x) (xe7 ) be an
irreducible unitary representation of G in a Hilbert space s#107). Assume that U is square
integrable, i.e., that there exists in /#{U) at least one nonzero vector g such that

I(Uix)g.g)|* dx < =. We give here a reasonably self-contained analysis of the correspondence
associating to every vector f&#U) the function (U {x)g,f) on G, discussing its isometry,
characterization of the range, inversion, and simplest interpolation properties. This
correspondence underlies many properties of generalized coherent states.

1. INTRODUCTION

This paper is the first of a series concerned with applica-
tions of various families of “generalized coherent states™ to
guantum mechanics, wave propagation, and signal analysis.

Many properties of the classical (canonical) coherent
states*? are closely tied to the Weyl-Heisenberg group. In

particular, the fundamental formula
4

1 =J-Lz}d’z{z| (1.1)

is a way of writing the orthogonality relations™ for the irre-
ducible representation of that group.

Since I/is irreducible, the linear span of the vectors |x >
is dense in #U). :

Omne can then ask the question whether there exists a
(suitably normalized) invariant measure du{x) on G, such
that

[rdutaiial = 1. (1.3)

where |x} (x| isdefinedby |x) {x|f> = (U(x)g,/)U (x)g,and 1
is the identity operator in F#° U ).

The answer, in general, is no; this can be seen by taking
G = R (additive), and by considering the one-dimensional

Grossmann A, Morlet J and Paul T, Transforms associated to square integrable group
representations. |. General results. Jornal of Mathematical Physics 26 (10), 2473-2479 (1985).




Wavelet description; ‘scale’ instead of frequency. New method from 1980-. Ingrid
Daubechies.

From the Original Framer to
Present-Day Time-Frequency and
Time=Scale Frames

Ingrid Daubechies

In 1952, the paper “A Class of Nonharmonic Fourier Series” by R.J. Duffin and A.C. Schaeffer was
published in the Transactions of the American Mathematical Society. The nonharmonic Fourier
series referred to in the title are series of the type

_ X—Db
3 cuethnt y 0 (x)=|a 2 V/(Tj

’

where the .. need not he eauallv snaced. (That is what makes the series nonharmonic.) The paper
For many years, the role of frames was confined to their use as the tool for studying nonharmonic . "

Fourier series constructed in Duffin and Schaeffer’s paper, but a new life was waiting for them. In m dens iy ! ), and for Square

the early 80’s, A. Grossmann, J. Morlet, and T. Paul had given a firm mathematical footing to earlier ¢ [, 2 (—m, m); moreover the

numerical results by J. Morlet, by showing that any function in L*(R) can be reconstructed via an rier series of g converges. {'“

integral transform from its wavelet coefficients:
@ 1Ay 2
C, =2z d&|E7|w(8)]




‘Gabor wavelet’ (1946). New method from 1980: ‘scale instead of frequency’.

IEEE TRANSACTIONS ON INFORMATION THEORY, VOL. 36, NO. 5, SEPTEMBER 1990

The Wavelet Transtorm, Time-Frequency
Localization and Signal Analysis

INGRID DAUBECHIES, MEMBER, IEEE

Abstract —Two different procedures are studied by which a frequency
analysis of a time-dependent signal can be effected, locally in time. The
first procedure is the short-time or windowed Fourier transforni, the
second is the “wavelet transform,” in which high frequency components
are studied with sharper time resolution than low frequency compo-
nents. The similarities and the differences between these two methods
are discussed. For both schemes a detailed study is made of the
reconstruction method and its stability, as a function of the chosen
time-frequency density. Finally the notion of “time-frequency localiza-
tion” is made precise, within this framework, by two localization theo-
rems.

+o0
Com (F) = [dte"™ ' g(t—nty) f (t)

tion (see [2], [3]; we shall come back to this in Section
II-C-1). The Gabor functions have been used in many
different settings in signal analysis, either in discrete
lattices (with w,-t, <27 for stable reconstruction) or in
the continuous form described next. In many of these
applications their usefulness stems from their time-
frequency localization properties (see e.g., [4]).

Whatever the choice for g (Gaussian, supported on an
interval, etc.), it is interesting to know to which extent the

Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (lll), 429-457 (1946).
[ Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen
69, 331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911).]
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A Haar
wavelet
alkalmazasai.
B-spline.

Wavelet-transzformacios fraktalanalizis
B-Spline-okkal
SchuszTER MikLOs, DEmcu Anna, MoJszes IMRE
BME Elektronikai Technoldgia Tanszék, mojzes@ett.bme.hu

DoBos LAszLO1, NAaGY SZILviAz

TMTA Mdszaki Fizikai és Anyagiudomanyi Kutatdiniézet, dobos@mifa.kiki hu
2Széchenyi Istvdn Egyetem, nagysz@sze hu

Lektoraff

Kmcsszavak: wegyliet-felverotok, fom vokonyretegek, fraktaldimontio, wavelet-analizis

A vegydiet-félvezetd fémkontakivsok feifletén hikezelds kdzben kialakult mintdzafok fraktdimatematikai analizize tdbb o
eredményre vezetet!, dsszeflggdsekre mutatolt rd anyagi jelNemzfk 2 a8 morfoldgia kdzdtt. A wavelst-anallziz egy specidlis
transzformdcidfa, mint dltaldnositott lefedés megtartia a kiglakult mintdz at dnhasonidsdgdt, fgy annak geomeinai analizisdre
alkalmazhatd. A kontaktusrdl kdszdit elektronmikrosz kdpos felvdteien tdrolt informdcid, mint kétwdltozds fdggwdny bonyolfult-

sdga informdcidt ad azokrdl 8 kémiai vt ozdsokrdl, melyek a kontaktus-ellendidst befolydsoldk.

1. Bevezetés

A vegyilet-télvezeto technolagia fontos |épése a ho-
kezelés. E folyamat soran alakulnak at a kontaktusok
Schottky-tipusirol chmossa, mikdzben a kontakiusellen-
allas és tobb mechanikai jellemzd (mint a hordozohoz
valo kitési képesség és adhézio) jelentds valtczason
megy keresztil [1].

A hokezelész zoran a kontaktuzként alkalmazott fém
vékenyrétegek morfologiaja modosul, a kapott szerkezet
jellemz lesz a felhasznalt anyagokra, a felvitel, illetve
hokezelés kérdlményeire. A mintazatok egy része &n-
hasonla, fraktal tulajdonsagokat mutat [2], melyek ana-
lizisére a hagyomanyos, dobozlefedéses modszereken
tul eqy, a wavelet analizis témakorébe tartoz o modszer
is alkalmas [3-8].

A nyujtasi konstans altalaban a=2 szokott l&nni, mig
az eltolasi allando b=1, eszerint a j-edik felbontasi szin-
ten a skalazofiiggvények kezdopontia 2-/ racsallandao-
ju racsot alkot. Minden skalazofigguény pontosan kifejt-
hetd a nala finomabb felbontasi szinteken, igy &rvényes
az alabbi, Ggynevezett finomitasi egyenlet (refinement

equation): N
@, (%)= 80,000 (%) =

Az egyenletben szerepld g, egy itthatok egyértelmi-
en megadjak a bazisrendszer tipusat, ebbdl a néhany
szambeél az egész rendszer felépithets. A waveletek biz-
tositjak a felbentasi szintek kézdtti atjarast; egy durva
felbontasi szintl skalazotiggeeny-kifejtés &s ugyanazon
felbontas wavelet-sora megadja az eggyel finomabb fel-
bontasl sorfejtés eredmény &t:

VU= T 0= ©
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Schuszter M, Demcu A, Mojzes |, Dobos L, Nagy Sz, Wavelet-transzformaciés fraktalanalizis B-Spline-
okkal. Hiradastechnika LXII évfolyam 2007/11, pp 31-34 (2007).




A Haar wavelet alkalmazasai. ‘Valtozé felbontasu analizis’. Multiresolution analysis.

1. Bevezetes

A vegyilet-félvezetsd technologia fontos [épése a ha-
kezelés. E folyamat soran alakulnak at a kontaktusok
Schottky-tipustrdl chmossa, mikézben a kontaktusellen-
allas és tobb mechanikal jellemzd (mint a hordozohoz
valo kotési képesség és adhézio) jelentds valtozason
megy kereszial [1].

A hokezelés soran a Kontaktusként alkalmazott fém
vékonyrétegek morfologiaja modosul, a kapott szerkezet
jellemze lesz a felhasznalt anyagokra, a felvitel, illetve
hékezelés kirdlményeire. A mintazatok eqgy része &n-
hasonlo, fraktal tulajdonsagokat mutat [2], melyek ana-
lizisére a hagyomanyos, dobozlefedéses modszereken
tul egy, a wavelet analizis témakorébe tartozo modszer
is alkalmas [3-6].

2. Wavelet-analizis

A wavelet-analizist, masnéven valtozo felbentass ana-
lizist (multiresolution analysis. MRA) az adatfeldolgozas
s -tomorités szamos feriletén alkalmazz ak, szezmikus
jelek vizsgalatatol kezdve képtomaoritésen (JPEG2000)
at a metecrologial elorejelzésig szamos tudomany agban.
A valtozo felbontast analizis soran a foggv&nyeket Ki-
lonbdzo felbontasi szinteken vizsgaljuk: az f foggvény
j-edik szinten toriénd kizelitése a kovetkezo [7,8]:

() = .ng,ga, (x) (1)

ahol a sorfejtés egyitthatoja elgall, mint

e, = [ (60, (xkds, @

a ¢, skalazofiggvény (&s annak dualisa; @ is) eqyet-
len specialis alako fiiggvénynek a nyljtasaval és egy
racson valo eltolasaval keletkezik:

@, (x)=a""pla'x - Hﬂl (3)

LXII. EVFOLYAM 2007111

A nyljtasi konstans altalaban a=2 szokott lenni,
az eltolasi allandd b=1, eszerint a j-edik felbontasi =
ten a skalazofuggvények kezdopontja 2 racsallar
ji racsot alkot. Minden skalazofiggvény poniosan ki
hetd a nala finomabb felbontasi szinteken, igy énvén
az alabbi, Ggynevezett finomitasi egyenlet (refinem

equation): N
@, (%)= 2 891020 (%)

=il

Az egyenletben szerepld g, egyitthatok egyértel
en megadjak a bazisrendszer tipusat, ebbal a néh
szambol az egész rendszer felépithetd. A waveletek
tositjak a felbontasi szintek kozotti atjarast; eqgy du
felbontasi szintd skalazotigguény-kifejtés és ugyana
felbontas wavelet-sora megadja az eggyel finomabb
bontasu sorfejtés eredmény ét:

-’ll'lj{.\':l: Zrm,i‘.’!“l,[ﬂz
= Zf:'i'f. @, (x)+ Ed,.ry,. (x).

ahel a d, wavelet-egyitthatok a skalazofiggvény

hasonléan d, = j_,l'"l::t‘h-'}_.-{xw‘

alapjan allnak elg. A fedik szint waveletjel is feli
tok a j+1-edik szint skalazotuggvényeinek lingaris k

binaciojaként: N
W {x] - Zh};"’. H k428 (T]-

=0

Az (5) egyenlet utolso kifejezésében a fedik sz
skalazotiggvény-kifejtés szétbonthatd j—1-edik sz
skalazofiggvény - &s wavelet-sorra, amelyek kozi
elobbi tovabb bonthato —2-edik szintbeli osszegekr
igy tovabb. Lathats, hogy cgy fuggvény finom, j ¢
felbontasi kozelitése tobbféleképpen adhato meg:
részt a j-edik telbontasi szint skalazotiiggvény-egy
hatoival, masrészt barmely durva, j= felbontasi szint ¢
lazafiiggvény-egy Gtthatoival &s az dsszes j, és j—1
zotti szint wavelet-egyUtthatoval:
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Kt illatve haromdimenzits figgeSryaknek is lata-
zik (1)-hez (Hatee (8)-hoz) hasonld kizelitésa A thbbdi-
menzibs skalar ofiggy éry ek elbalinak példaul az egy-
waltozdsok direkt szorzatkant, gy a figgy ény j-edik sin-
10 kizelitéss kat dimerzioban példéaul

)= Z"- )=
= JE}*'. o ek ()

ahol &z egy Otthatdk & kévetkez 8, kit Bltozbs | ntag-
réllal élinak ald:

€, = [y, (o y beah

Qo)

Ha evizsgalt ffiggy ény Gnhasonld, ezex frakil -
lajdons&gokkal bir, akkor ezt & kildnbézd =intl o
egy(fthattk skalérbdasén is myomon kivethetd: ha &
fraktéldimenzi O, akkor az intagrélés & szokisos dxdy
Lebesguse-mért&k hely att du (xy) Lebas gue—Stilt jas-mér-
ték ez erint torténik, amely ~25 szarint shalazadik v dtoz-
tetésav al. Ennek kivetkeztéban maguk az agy Othatok
— gy ezoknak & teljes ke pre vonatkoz 6 &tlaga Is - -a™
shalazodast fognak mutatni. A (6) rensformadid fatfog-
hatd dgy, mint &ltelanositott boxlefedés: drzékeny ax
adott mintazat lokalls tulsjdonségaira, ezérinépszeria
fraktélanalizisban. A skalézafiggvany, llletve bizamyos
asatekban & wavalat [4], mint egy &ltal Anositott ablak
wéglgpéer tirz e ar Ardekes terdletat, rumerikusan kiny-
myen kezelhad informEciot adva annak lokalis tulajdon-
sAg&rol. Erdemesmegjegyezni, hogy & mérték skalazt-
désa miatt tet= Sleges, & (3) szerint skalizodd flgges-
myekat hasznaka a (2], [lletve (10] integralban @) illet-
ve &x] helyett, igaz lesz, hogy c;~a", lletve ¢y ~a™.

A harmadik iterélt még elég egyezarl, de mar kelld
numerikus stabilitést biztosit, kopzésiszabélya (3) s (4]
falhasz nalasival

o"'()=0"( )+

”"f""['%}”'?’"'[ﬁ,"i""lrg‘l

a

(1e)

A kbpzés sabaly ez 1, brdn szem|életesen |Ehat:
avastagvonall girbék deszege (a (12) jobb oldala) k-
edja avakory vonali gorbét,

1. dbra
A harmadic B.spling kipzds! szobdlydnak szemidlmtdse

A Whtdm enzids esstben &z eljérés hesonlban adhatd
meg: i
LR E AT E St € 1) W3
!

ahol 8 G, métrix 8 g g, képzée szablly sarint

3 Az al itott ablak ki tasa

A legegy sz erlibb skalér 6figgvenyt Haar Alfréd Ira le
eldszér [8] két nem nulla egydithatdja go= o= V2. A
@ix)=ix) Hear-figgvem a [-0,5; 0,5] intervallumen 1
&rtékat vasz fel, agy &bként 0. A B-Spline-ok is vages
= ami, Igen egyszerd g, egyGtthatival rendelkeznek
Dafinicidjukat tekinte & Haar-fOggeény komeollcios &r-
telemben vett haw amyal akjakant &rtalmezhatdh:

@ x)= " M) gele) ("
Apix) dnmags alvett ko oliciti egy re simabb flgg-
wényak: méaso dik hatv&rya, a haztetd-fogge any folyto-
nos, & harmadik deriv Alhatd sth. Az eljéris n - hatér-
esatben 8 Gawss-gbrbét adja, emiat & Gauss-fggvany
wogtelend| sima természetes ableknak tekinthetd. & mod-
=er @ Haar-transzformacid egy = eriségét kom binalia
8 Gauss-gorbe &ltal adott numerikus stabilitbssal. A B-
Spline-ok megtarjék &z dnhasonlbsagot, a (4) képzésl
=abaly agyitthatbit mindan esathen & Pascal-harom-
e dg egy-egy sora adja (2-V%nal zorazva).

az

A kdrdimanzids harmadic
B-spling mig viges mrdiorer
fag la. g simasdgn

a numarikrs midszarek
lsgugyszaribh

asz kizd v

szl

Diszkrét f, jelekre a sorfejtési egy Otthatok (2) é&s (8)
elfdlitdsa, Bvagy a ol analizise egysred komvolicid &5
i Gtalezés (dowr ) leez:

e=Y hgue d=D hib. g
: -
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Schuszter M, Demcu A, Mojzes |, Dobos L, Nagy Sz, Wavelet-transzformacios fraktalanalizis B-Spline-
okkal. Hiradastechnika LXII évfolyam 2007/11, pp 31-34 (2007).
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An Overview of Haar Wavelet Method for Solving Differential and Integral Equations

G. Hariharan and K. Kannan
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SASTRA University. Tamilnadu-613 401. India

Abstract: Investigation of wvarious vavelet methods, for its capability of analyzmng wvarious dynamic
phenomena through waves gained more and more attention 1n engineering research. Starting from ‘offering
good solution to differential equations’ to capturing the nonlinearity in the data distnbution, wavelets are
used as appropriate tools that provide good mathematical model for scientific phenomena, which are

usually modeled through linear or nonlinear differential equations. Review shows that the Haar wavelet
method (HWM) 1s efficient and powerful in solving wide class of linear and nonlinear differential

equations. The discrete wavelet transform has gained the reputation of being a very effective signal analysis
tool for many practical applications. This review intends to provide the great utility of Haar wavelets to

science and engineermng problems which owes its origin to 1910, Besides future scope and directions
ivolved in developing Haar wavelet algorithm for solving differential equations are addressed.

Key words: Haar wavelet method . differential equations . integral equations . operational matrices .
nonhnear PDEs

Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations.
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).




World Appl. Sci. J,, 23 (12): 01-14, 2013

Table 1: Applications of Haar wavelets for differential equations
5 No Application Field

1 Estimating depth profile of soil temperature., Modeling of Soil moisture Civil Engineering

2 Advancement of calculus of vanations and optimal control problems,
lightning stroke problems. Lumped and distributed parameter systems Electrical Engineering
Analytical and numerical tools and techniques Mathematical Sciences
Image digital and signal processing Computer Science and Engineening
Quantum field theory Physics
Solving Ordinary. Partial, Integral and fractional order differential equations. Mathematical Sciences
Bioengineening Biomedical applications and Modeling of Biosensors Biotechnology
Vibration problems. Heat and mass transfer problems. Flumd-flow problems Mechanical Engineering
Reaction and Diffusion problems, Chemical kinetics problems Chemical Engineering

,» The Haar wavelet method exhibits several advantageous features.

(i) High accuracy is obtained already for a small number of grid points.

(ii) Possibility of implementation of standard algorithms. For calculation the integrals of the
wavelet functions, universal subprograms can be put together. Another time consuming
operation is the solving of high-order systems of linear equations and calculating high-order
determinants;here the matrix programs of MATLAB are veryeffective.

(iii) The method is very convenient for solving boundary value problems since the boundary
conditions are taken care of automatically. (iv) Singularities can be treated as intermediate
boundary conditions; this circumstance to a great extent simplifies the solution.

(v) The obtained solutions are mostly simplercompared with other known methods.”

Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations.
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).
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— MNo.of
Publications

Years

10 13 16 19 22 25 28 371

Fig. 1: Comparison between the years and no. of publications (1982-2013)

Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations.
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).




Par sz6 a motivacioimrol.
A hosugarzas digitalis szerkezete.

Optikai Rademacher-rendszer generalasa grafénen torténo
fényszérasnal.

Diszkrét Gabor-wavelet rendszer felhasznalasa magasrendii
felharmonikusok (attoszekundumos impulzusok) frekvencia-id6
karakterisztikaihoz.

A Neumann-bazis felhasznalasa a lézertér és az altala gerjesztett
felharmonikusok (attoszekundumos impulzusok) kvantalt
amplitudé-sikjan vett gerjesztések kifejtésére.




£, (x)=0 or 1| What is the ,,digital statistics” of the “dark part” [ which is the fractional part
- of the Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of

chaotic amplitudes ) ]. 1_ 25k (X) _ rk (X) r(x): Rademacher f.

x=0.01101110111001111000101010101101000001100111010...
x=0.01111110100001011000101010111101110001100110011...
x=0.11001110111100000000100010111100001001100101110...
x =0.01001110100000011000101010110100000001100100010...F
x =0.01001110100000011000101010111100000001100100010...
x=0.01011110000000010000100010111101100001100100011...
x=0.10101110110000011000101010111111000011100100110...
x =0.01001110100000011000101010111100000001100100010...

[1] S. V., Einstein’s fluctuation formula. A historical overview. Fluctuation and Noise Letters, 6 , No.2, R11-R46 (2006).
N 1 1NAN1A 1 1N1NNAAI I ANTI1INNNININANAIINAII1INNANNANTIINNTITIINTIN

[2] S. V., A study on black-body radiation: classical and binary photons. Acta Phys. Hung. B: Quant. El. 26, 365-389 (2006).
A —U.UlUULlL1l1UlUUUUUUL1lUUULlUlUlUlll1l1UvUuuUuuUuuuuvulLliLuUuv.iLvUvuuvu.LyU...

[3] S. V., Irreducible decomposition of Gaussian distributions and the spectrum of black-body rad. Phys. Script.75,160 (2007).

[4] S. V., Varro S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013).



Scattering of a p-polarized wave on graphene. Generation of an optical Rademacher system.

S. V., Graphene-based carrier-envelope phase difference meter. In AIP Conf. J
Proceedings 1462, 128-131 (2012). Varré S, Generation of rectangular optical waves op , = ,
by relativistic clipping. Laser Physics 23 (2013) 056006 (6pp) 54 2
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Dimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient
implementation of the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite
spectra. New Journal of Physics 11 (2009) 105052

Abstract. We recently introduced the von Neumann picture, a joint
time—frequency representation, for describing ultrashort laser pulses. The
method exploits a discrete phase-space lattice of nonorthogonal Gaussians to
represent the pulses; an arbitrary pulse shape can be represented on this lattice
in a one-to-one manner. Although the representation was originally defined for
signals with an infinite continuous spectrum, 1t can be adapted to signals with
discrete and fhnite spectrum with great computational savings, provided that
discretization and truncation effects are handled with care. In this paper, we
present three methods that aveid loss of accuracy due to these effects. The
approach has immediate application to the representation and manipulation of
femtosecond laser pulses produced by a hguid-crystal mask with a discrete and
finite number of pixels.




In the final stages of writing this manuscript, we learned that the use of the von Neumann

lattice in the time—frequency representation has a long history in signal analysis, tracing
back to Gabor m 1946 [26]. It seems that the use of the method was held back by the
difficulty in accurately computing the Gabor coefficients (coefficients of the Gaussians on
a lattice). In the 1980s. Bastiaans made two seminal contributions. Firstly, he introduced
the biorthogonal function for the Gaussian window (this is a linear algebraic formalism that
essentially incorporates the inverse overlap matrix into the coefficients of the nonorthogonal
basis functions) [27]. Secondly, he showed that the biorthogonal formalism allows a simple
formal generalization to window functions other than Gaussians, thereby providing the basis of
modern Gabor theory [28]. In the 1990s several studies were performed on the discretization
of the Gabor transform and its ancillary functions by periodizing and sampling. The work

of Orr [29] puts earlier work on this subject by Auslander er al [30, 31] and Wexler and
Raz [32]. into a single, unified framework. Orr has also derived a sampling theorem. essentially
a composite Nyquist rate, for finite discrete Gabor transforms. an issue related to our work on
the connection between the truncated von Neumann lattice and the truncated discrete Fourier
transform [33].

Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (lll), 429-457 (1946).

{Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69,
331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911).}

Dimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient implementation of
the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite spectra. New Journal of Physics
11 (2009) 105052




2. von Neumann formalism

Before starting a detailed analysis of the effect of truncation of the von Neumann lattice, we
review the basic properties of the von Neumann representation [23].

The von Neumann representation for ultrashort laser pulses corresponds to a mapping of
the electric field

£ (w) = le (w)]| exp[—i® (v)] (1)

in the frequency domain onto a joint time—frequency domain, the so-called von Neumann plane.
The method exploits a discrete lattice of complex Gaussians to represent the pulses: an arbitrary

pulse shape 1s represented in terms of its values at each of the lattice points. The complex
Gaussians have the form [25, 34, 35]

2u

1/4
&tﬂrlfm '[(J_J) — (;) exp [_&' (G_} - (Un)z - i'tfn (CU — CtJ”)] .

Note that these basis functions remain Gaussian when transformed to the time domain. The
Gaussians are centered at a set of equally spaced points (w,, f,,) in the joint time—frequency

New Journal of Physics 11 (2009) 105052 (http://www.njp.org/)

Dimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient implementation of
the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite spectra. New Journal of Physics
11 (2009) 105052




Gabor lattice for time and frequency and von Neumann lattice for the complex plane of
quantum amplitudes.

Time-frequency half-plane von Neumann lattice on the o — plane
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Figure 1. Shows Gabor’s diagram (a) on the time-frequency plane, which is divided up into cells of unit area, and an
elementary signal is associated with each cells, with coefficients . In Figure 1(b) the points of the von Neumann lattice on
the complex plane correspond to the subset of coherent states.

S. V., Quantum treatment of generation of attosecond light pulses on the basis of von Neumann lattice coherent states.
[Invited talk at LPHYS’14 July 2014].




Quantum treatment of electron excitation and HHG on the basis of von Neumann lattice
coherent states. Multiphoton Kramers-Heisenberg formula from scattering.

von Neumann lattice on the o - plane
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In Figure 1(a) the points of the von Neumann lattice on the complex plane correspond to the subset of coherent states. | and m are
integers, the elementary scaled cell size is wn. Figure 1(b) lllustrates the effect of the ‘many-photon potential’ at the vertices, and
the red arrow represents the outgoing ‘large photon’, which belongs to the higher-harmonic radiation.

S. V., Quantum treatment of generation of attosecond light pulses on the basis of von Neumann lattice coherent states. [Invited
talk at LPHYS’14 July 2014]. Varré S and Ehlotzky F, Nuovo Cimento D 15, 1371-1396 (1993)




Az eloadas vazlata.

« Haar szerepe a matematikaban a XX. szazad elején. v
« Néhany masolat Haar egyetemi eldadasjegyzeteibdl.
o A Haar - féle ortogonalis fiiggvényrendszer. ‘Haar wavelet’.

 Haar-wavelet kés6bb. Néhany egyéb wavelet-alkalmazas.
llusztraciok.

A Haar — féle lemma variacioszamitasban.
* A Haar - féle invarians mérték. Integral.
A két utolso téma az SZTE Elméleti Fizika Tanszékén 2014. december 18-

an lesz targyalva:
,Haar Alfréd matematikai fizikaja. I-Il. Folytatas.”
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Linearis egyenloétlenségek.

[Mechanika, Matematika és Optimalizalaselmélet.]




Linearis egynlétlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924]

A LINEARIS EGYENLOTLENSEGEKROL.

HAAR ALFRED-tol.

A linearis egyenlétlenségek elmélote Farkas Gyvri-tél? és
Mingowskl HERMANK-10] = ered. Egymastol figeetlenil és kiiline
b6zé utakon jutottak el az elmélet két fétételéhes: a linearis
egyenlotlensegek alaplételehez és azok parameteres megolda-
sdhoz.

A jelen dolgozatl elsé czélja ezeket az eredményeket mas
modon levezetni. A tébbdimensios tér geometridjanak egyszeri
tételei azok, a melyekre a fent emlitett tételek visszavezethetdk,
ha a hatdrozatlanokat s ezekkel egyiitt a kozottik fennslls
egyenlStlenségeket czélszerii modon geometriailag interpretdljuk.
A kérdéses geometriai tételek a convex testek tulajdonsdgairsl
8z6lnak ;* az erre vonatkozé legegyszer(ibb megdllapitdsokon

1 «A Fougigr-féle mechanikai elv alkalmazdsai.» (Mathematikai éa
Természettudomanyi Ertesttd, XIT. k. 1895.) «A Fourizr-féle mechanikai ely
alkalmazésinak algebrai alapjérél» (Mathematikai és Physikai Lapok, V. k.
1896.) «Paraméteres médszer Fourier mechanikai elvéhez.s (Mathematikai
és Physikai Lapok, VIL k. 1898.) «Theorie der einfachen Ungleichungen.»
{Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 124, 1901.)

2 «Geometrie der Zahlen.» 39—45. oldal.

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal fiir reine und angew. Math. 124, 1-27 (1901)

Haar A, A linearis egyenlétlenségekrél. Mat. Term. Ert., 36, 179-196 (1918); Uber lineare Ungleichungen.
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)
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kiviil egy CaraTHEODORY-tOl eredd szép tétel nyer e dolgozatban
g =
alkalmazdst.® : . o
Ennek a geometriai modszernek alkalmazdsdval egyresz
igen egyszerli médon adOdnak a régi Fargas-Minkowski-fele tieta-
lek. masrészt ezek a tételek 4 eredményekkel egésziilnek ki.
N

1. §. A homogen linearis egyenlotlenségek alaptétele.

Vizsgalataink kiinduld pontjdul az 0, ;- un'hatﬂrn-
satlanok kézott fennallo homogen lineans egyenlotlenségek va-
lamely rendszerét vilasztjuk:

i (1'51 y Magnen, Up) = {',I},;-lur'rﬂq,-gug-']— oo Cintin = 0, (k=1 9...)

Rendszeriink véges szamu vagy végtelen sok ilyen eg}'en]ﬁtlenség:bﬁl
all; az utobbi esetben azonban feltételezziik, hogy rendszeriink

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal fiir reine und angewandte Math. 124, (1901)

Haar A, A linearis egyenlétlenségekrél. Mat. Term. Ert., 36, 179-196 (1918); Uber lineare Ungleichungen.
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)




Linearis egynlétlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924]

Theorie der einfachen Ungleichungen.
{(Von Herrn Julius Farkas in Kolozsvir (Klausenburg).)

: Din naturgeméisse und zugleich systematische Behandlung der ana-
Iytischen Meehanik muss das zuerst von Fowrier®) und dann spliter von
Gauss®™) formulirte Ungleichheitsprineip der virtuellen Verschiebungen zur
Grundlage haben.

Die Miglichkeit einer solechen Behandlung erfordert aber gewisse
Kenntnisse fiber die homogenen linearen ganzen Ungleichungen, welche
bisher so zn sagen giinzlich gefehlt haben.

Fourier hat sich selbst vielfach um Ungleichungen bemiiht**"), aber
ohne erheblichen Erfolg. Spiiter befasste sich der russische Mathematiker
Ostrogradsky wit diesem Gegenstande.t) Seine Betrachtungen passen aber
nur anf den Fall, dass die Anzahl der Ungleichungen, welche zum Aus-
drucke des mechanischen Zwanges dienen, diejenige der Componenten der
virtnellen Verschicbungen nieht ibertrifft. Andere Publicationen, welche
itber dicses Thema noch erschienen sind, zeigen auch keinen wesentlichen
Fortsehritt,

*) ,8ur la Statiquet. I de PEc. polyt. T An VI (1798). Oeuvres, Tome II.
pp- 477521, 1890,

#*) Jleber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik®, Dieses Journal,
IV. 1829, Werke V. 1571,

. Principin generalia theoriae figurae fluidornm in statn aequilibeii®. Comm. soe.
reg. seient. Cotting. rec. Vol VIL 1830, Werke V. 1877,

‘ ***) OQeuvres, Tome IL pp. 317—328. 1890. (1828, 1824). -

1) Considérations générales sur les momens des forces®. Mém, de I’Ac. imp.
des Be. de St Pétersbourg 1834,

Journal fir Mathematik Bd. CXXLV. Heft 1. 1

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal fiir reine und angew. Math. 124, 1-27 (1901)
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PREKOPA ANDRAS:
FARKAS GYULA ELETE ES MUNKASSAGANAK JELENTOSEGE AZ
OPTIMALIZALAS ELMELETEBEN

Kivonat. Szazétven évvel ezelott sziiletett Farkas Gyula a nagy magyar ma-
tematikus és elméleti fizikus. Ebben a dolgozatban 4ttekintjiik életitjit és a
linearis egyenlétlenségekkel, illetve a mechanikai rendszerek egyensulyi alla-
potanak feltételével kapcsolatos munkdssagat. Idevigd eredményei a modern
optimalizalaselmélet kialakuldsdban jatszottak alapvet® szerepet.

ehhez sziikséges szakirodalmi bavarkodds sorin kezembe keriiltek Far as
Gyulanak azok a munkdi is, amelyekben 6 maga felhasznélja a line?i,rlg
egyenldtlenségekre vonatkozo alaptételét. Ezek egy része a mechanikai
egyensily sziikséges feltételével foglalkozik. Meglepetve lattam, hogy a mec-
hanikai egyensuly feladata, legalabbis akkor, ha az erdtérnek van potenmal_]’a,
lényegében azonos a nemlinedris programozds alapfeladatziva%. Ilyenformén
Farkas Gyula 1ényegében ugyanarra a célra alkotta meg a linearis egyenlétlen-
ségekre vonatkoz6 tételét, mint amilyen célra azt Kuhn és Tucker felhasznélta
1950-ben.

Farkas Gyula tehat egyfeldl megalkotta a linearis egyenldtlenségek alaptételét
(és egyéb idevagd alapvetd eredményeket is elért), masfel6] megalkotta a
nemlinedris programozis legfontosabb tételét, az elméleti fizikai problemati-
ka keretein beliil. Jéllehet Farkas egy fizikai tételt fogalmazott meg és bizo-
nyitott, gondolatmenete érvényes a mechanikatdl elvonatkoztatott, egj,fenlt'r?-
lenséges kényszerfeltételek melletti optimalizalasra, vagyis a nemlinedris
programozds alapfeladatéra.




Linearis egynlétlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe linearis rendszerek automaatikus
kontrolljaban, és Markov-lancokhoz viszonyitott szochasztikus 6sszehasonlitasban.

KYBERNETIKA VOLUME 42 (2007), NUMBER 3, PAGES 369- 1391

IDEMPOTENT VERSIONS OF HAAR'S LEMMA:

LINKS BETWEEN COMPARISON OF DISCRETE EVENT
SYSTEMS WITH DIFFERENT STATE SPACES

AND CONTROL

MoOURAD AHMANE AND LAURENT TRUFFET

Haar’s Lemma (1918) deals with the algebraic characterization of the inclusion of poly-
hedral sets. This Lemma has been involved many times in automatic control of linear
dynamical systems via positive invariance of polyhedrons. More recently. it has been used
to characterize stochastic comparison w.r.t. linear/integral ordering of Markov (reward)
chains.




Linearis egynlétlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe linearis rendszerek automaatikus
kontrolljaban, és Markov-lancokhoz viszonyitott szochasztikus 6sszehasonlitasban.

M. AGMANE AND L. TRUFFET

Result 1. (Lemma of Haar) Let P (resp. ) be an m x d (resp. m’ xd) matrix. Let
p (resp. g) be a m (resp. m') dimensional column vector. The following assertion

P£{xeR?: Pr<,plClzeR?: Qz<,. q),

1s true if and only if (iff) there exists an m’ x m matrix H which entries are non-
negative and such that the following conditions hold:

(i) Q=HP. (i) Hp<u q

In the case where p and g are equal to the null vector (L e. the homogeneous
case), Haar's Lemma reduces to Farkas' lemma [16]. A recent reference for such
material is [22, p. 58-61]. Recall that Haar’s Lemma has been involved many times
in automatic control of linear dynamiecal systems when the constraint domains (state
and /or control) are polyhedrons (see e. g. [21, 29]).

From Haar's Lemma, we deduce our main reference result dealing with the inclu-
sion of polvhedrons included in the non-negative orthant.
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Garg A and Mermin N D, Farkas’s lemma and the
nature of reality: Statistical implications of quantum
correlations. Foundations of Physics 14, 1-39 (1984)

Farkas’s Lemma and the Nature of Reality:
Statistical Implications
of Quantum Correlations

Anupam Garg' and N. D. Mermin'

Received December 16, 1982

A generad algarithim is given for determining whether oy not a given sl af pair
diseributions allows for the conseruction of all the members of a specified set of
higher-order distributions which return the given pair distributions as marginals,
This  mothematical  question  wndevlles  studfes  of  quamtum  corvelation
experiments sweh us those of Bell or of Clauser and Horne, ov their higher-spin
generalizations, The algorithm permits the anaiysis of rather intricate versions
of such problems. in a form readily adaptable (o the computer, The geweral
procedure f5 ifiustrated by simple derivations of the results of Mermin and
Sefowarz for the symmetrie spin-1 and spin-3/2 Einstein-Podolsky-Rosen
problems, I is also used o exrend those resulis ro the spin-2 and spin-3/2 cases,
providing  further cvidence ihat the range of strange guanium  theoretic
correlations does mot diminish with increasing s. The algorithm is also
iflustrated v glving an alternative derivation of some recent results on ihe
necessity and sufficlency of the Clauser-Horne comditions. The mathemarival
Sformulation of the algorithee is glven in general rerms without specific reference
1o the quantum theoretic applications.

1. INTRODUCTION

Given N random variables with distributions p,, i = L.... N, there is always
at least one Nth order distribution P that returns the given distributions as
marginals, namely the uncorrelated product distribution P=]]; p,. If
however, we are given not only the first-order distributions but also some of
the pair distributions p,;, then the problem of finding any higher-order

Farkas's Lemma and Naiure of Reality

Section 2 can skip directly to Section 4, after noting the special features of
the illustrative distributions described in Section 3.2, Readers interested in
the physical significance of the problems solved in Section 4, rather than the
method of solution, can limit their attention to Section 4.3, where some
implications of the solutions for the transition from quantum to classical
behavior are pointed oul.

2. FARKAS'S LEMMA AND THE STATISTICAL PROBLEM

2.1. General Formulation of the Problem

Consider ¥ discrete random variables. the fth of which has a domain
containing n, values and a distribution p; assigning probabilities to each of
those values. In addition to the distributions p,, we are given a set 5, of pair
distributions p;; for seme. but not necessarily all, pairs of the variables. Each
of the N variables occurs in at least one of the pair distributions in §,. so
that all of the statistical information is contained in the pair distributions.
from which the p, can be recovered as marginals. For the given pair
distributions we wish to know whether it is possible 1o construct all of a
specified set S of third or higher-order distributions, Py;,. ... that meet the
following conditions:

{a) Compatibility. The two-variable marginals of the higher-order
distributions agree with the specified pair distributions in 5, whenever they
can be compared. Thus if p;; is in &, and the ith and jth variables are among
the variables of P, _in S, then the sum of P, _over all its variables except
the ith and fth must be p,;:

:rPr;r---zpr'_." (1

(b) Consistency. 1f any two of the higher-order distributions in § have
g of their variables in common, then the gth order distributions obtained by
summing each P over its remaining variables must be the same. For example,
if P, and Py, are in S, then we require
¥ P (2)
where the ith and jth variables are excluded from the sums. Consistency in
this case is not in general implied by compatibility, since p;; need not be a
member of the set S, of specified pair distributions,

(¢) Non-negativity. None of the higher-order distributions in § can be
negative for any values of their arguments.
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FREFACE

On the centenary of the birth of one of the graatest Hunoarian
mathematicians Alfred Haar, the Jinos Bolyai Mathematicsl Society and
the Hungarian fcademy of Sciences organized an "Alfred Hasr Memorial
Confarence” on August 10=17, 1985 in Budapest. 157 mathematicians
(among them 117 forefgn participants) took part in the conference,
delivering 127 lectures.

The subjects of the lectures were mostly those areas of mathe-
matics in which Alfred Haar created cutstanding and fundamental re-
sults, such as approwimation theory, orthogonal serdes (in particular
Haar series), Haar measure and {ts applications.

This wolume contains 75 lectures presented at the conference,
48 of thes being original works not published elsewhers, The papers
are in alphabetic order according to their authors names, except
three principal lectures arranged as they were delivered at the con-
ference,

The Editors




The ,,digital statistics” of the ‘“dark part” [ which is the fractional part of the
Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of chaotic
amplitudes ) 1.

Let us write down x (0 <x < 1) as a sum of (negative) powers of
2; this is the diadic (binary) representation.

(o3 £ 1-2¢, (X) = 1 (X

k
2 " e i
If the quantity x is a random variable, then the associated ¢, (x) -
s are also random variables, which, of course, depend on x.
Let f x) be the probability density function of x, on the
interval ( O, 1 ). What form f (x) may (must) have, if ¢,(x) —s
are independent from each other? Or, what distribution x

has, if in its dyadic expansion the 0O-s and 1-s vary
completely independent ,,during an experimental run” ?

[4] S. V., Varré S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013).




Answer to the question on the ‘digital statistics’ of the dark part
[ the fractional part of energy with Boltzmann distribution |

Let us expand x (0 < x < 1) in the sum of (negative) powers of 2. This is the dyadic expansion.

Question: If x is a random variable, then the associated ¢ (x) —s are also random variables,
depending on x, of course. Let f,(x) is the density function of x on ( O, 1 ). For what f (x) are
the ¢, (x) —s independent on each other? What is the distribution of x, if in its dyadic
expansion the O-s and 1-s at different positions vary independently in an ‘experimental

e, (x)=0 or 1fje.g. x=0.01011101001...}

P, = P(e (X)=0)=1/(L+b )| p, = P(e, (x) =1) =b, /(1+Db,)

Answer. Either: The distribution of x is either exponential, and exactly coincides with that of
the dark part, obtained earlier as the fractional part of the Gauss variable at some T [1,2, 3].

Or: The distribution of x is uniform. Its expectaion value is 72, the zero point energy. In this
case the ¢, (x)-s are not only independent, but have the same distribution!
[New question. To what agent the zero point energy belongs?]

[4] S. V., Varré S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013).




£, (x)=0 or 1| What is the ,,digital statistics” of the “dark part” [ which is the fractional part
- of the Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of

chaotic amplitudes ) ]. 1_ 25k (X) _ rk (X) r(x): Rademacher f.

x=0.01101110111001111000101010101101000001100111010...
x=0.01111110100001011000101010111101110001100110011...
x=0.11001110111100000000100010111100001001100101110...
x =0.01001110100000011000101010110100000001100100010...F
x =0.01001110100000011000101010111100000001100100010...
x=0.01011110000000010000100010111101100001100100011...
x=0.10101110110000011000101010111111000011100100110...
x =0.01001110100000011000101010111100000001100100010...

[1] S. V., Einstein’s fluctuation formula. A historical overview. Fluctuation and Noise Letters, 6 , No.2, R11-R46 (2006).
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[2] S. V., A study on black-body radiation: classical and binary photons. Acta Phys. Hung. B: Quant. El. 26, 365-389 (2006).
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[3] S. V., Irreducible decomposition of Gaussian distributions and the spectrum of black-body rad. Phys. Script.75,160 (2007).

[4] S. V., Varro S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013).



