
Haar Alfréd fizikai matematikája. I-II.Haar Alfréd fizikai matematikája. I II.

Varró Sándor
MTA WIGNER FIZIKAI KUTATÓKÖZPONT

Szilárdtestfizikai és Optikai Intézet, Budapest

SZTE Elméleti Fizika  2014  szeptember 18  SZTE Elméleti Fizika, 2014. szeptember 18., 
csütörtök, 13:00.





Haar Alfréd.     1885. október 11., Budapest --- 1933. március 16., Szeged.  

áÉn Haar Alfréd, 1885. október 11-én születtem 
Budapesten, Haar Ignác földbirtokos és neje, szül. Fuchs 
Emma fiaként. Szülővárosomban az evangélikus 
gimnáziumba jártam  amelyet 1903-ban az érettségi gimnáziumba jártam, amelyet 1903-ban az érettségi 
bizonyítvánnyal hagytam el. 1904 húsvétja óta a budapesti 
egyetemen matematikai, fizikai és csillagászati előadásokat 
hallgattam. 1905 őszén a göttingai egyetemre iratkoztam be.

Budapesten Beke, báró Eötvös, Fröchlich, Kürschák, 
Rados, Scholtz, Göttingában Carathéodory, Hilbert, Klein, 
Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Voigt, Zermelo 
előadásain ill. szemináriumain vettem részt. Mindezeket az előadásain ill. szemináriumain vettem részt. Mindezeket az 
urakat el nem múló hálám illeti. Különösképpen mélyen 
lekötelezve érzem magam azonban Hilbert titkos tanácsos 
úrnak azért a sokoldalú ösztönzésért és sokrétű tanításért, 

l t é  ötti i t l á i idő  l tt lő dá i é  amelyet egész göttingai tanulmányi időm alatt előadásai és 
személyes érintkezés révén nyújtott; állandó ösztönző 
érdeklődéséért legmélyebb hálámat fejezem ki.Ü

[1] Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia 
Kiadó, Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rövid életrajza.



A Budapesti Ágostai Hitv. Evang. 
FŐGYMNASIUM Ia osztályának 
É Í ŐÉRTESÍTŐJE Az 1895/6 tanévről. 
Scholtz Albert osztálytanár.



A Budapesti Ág. Hitv. Evang. FŐGYMNASIUM ÉRTESÍTŐJE 
Az 1902/1903-iki iskolai évről. Közzéteszi GÓBI IMRE     
E. I. Igazgató (Budapest, Franklin-Társulat 

áKönyvnyomdája, 1903)



A Budapesti Ág. Hitv. Evang. FŐGYMNASIUM ÉRTESÍTŐJE Az 1902/1903-iki iskolai évről. 
Közzéteszi GÓBI IMRE Igazgató (Budapest, Franklin-Társulat Könyvnyomdája, 1903)



A Budapesti Ágost. Hitv. Evang. FŐGYMNASIUM ÉRTESÍTŐJE Az 1903/1904-iki iskolai évről. 
Közzéteszi GÓBI IMRE, E. I. Igazgató (Budapest, Franklin-Társulat Könyvnyomdája, 1904)



A PESTI ÁGOST  HITV  EVANG  MAGYAR é  NÉMET EGYHÁZKÖZSÉG GIMÁZIUMÁNAK é  TEMPLOMÁNAK A PESTI ÁGOST. HITV: EVANG: MAGYAR és NÉMET EGYHÁZKÖZSÉG GIMÁZIUMÁNAK és TEMPLOMÁNAK 
ÉPÜLETTERVE. [ in A Budapesti Ágost. Hitv. Evang. FŐGYMNASIUM ÉRTESÍTŐJE Az 1903/1904-iki iskolai 
évről. Közzéteszi GÓBI IMRE, E. I. Igazgató (Budapest, Franklin-Társulat Könyvnyomdája, 1904)]



Az előadás vázlata.
•  Haar szerepe a matematikában a XX. század elején. 

•  Néhány másolat Haar egyetemi előadásjegyzeteiből. y gy j gy

•  A Haar – féle ortogonális függvényrendszer. ‘Haar wavelet’.

•  Haar-wavelet később. Néhány egyéb wavelet-alkalmazás. Illusztrációk.y gy

•  A Haar – féle lemma variációszámításban.

•  A Haar – féle invariáns mérték. Integrál.g



Haar szerepe a XX század elejénHaar szerepe a XX. század elején



Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, Budapest, 1959)



Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, Budapest, 1959)





Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar 
Memorial Conference Vols I II (North Holland Publishing Company Amsterdam 1987)Memorial Conference Vols. I-II. (North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) 

Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., 
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori 
K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vols. I 
- II. (North-Holland Publishing Company, 
Amsterdam, 1987) 



„ Tegyük ehhez hozzá, hogy a gimnáziumban Rátz László, a Középiskolai Matematikai Lapok
érdemes szerkesztője volt a matematika tanára Ennek a lapnak Haar is szorgalmas munkatársa voltérdemes szerkesztője volt a matematika-tanára. Ennek a lapnak Haar is szorgalmas munkatársa volt 
középiskolás korában. Az előző évben érettségizettek számára évenként tartott áEötvös Loránd 
matematikai versenyÜ-en 1903 őszén Haar Alfréd nyerte az első díjat. Ez a siker jegyezte el az érettségije 
után először vegyészmérnök-hallgatónak beiratkozott fiatalembert végleg a matematikával. 

A doktori szigorlatot 1909. Június 16-án tette le a göttingai egyetem bölcsészeti karán, 
di tá iójá k Hilb t lt f Ali éhá hó úl é 1909 b kdisszertációjának Hilbert volt a referense. Alig néhány hónap múlva, még 1909-ben ugyanez a kar 
magántanárrá habilitálta.

Miután rövid ideig a zürichi műegyetem helyettes tanára volt, 1912-ben a Budapestre meghívott 
Fejér Lipót utódjaként a kolozsvári egyetem egyik matematika-fizika tanszékére nevezték ki, először 
nyilvános rendkívüli tanárrá; majd 1917-ben nyilvános rendes tanárrá; a másik tanszék tanára Riesz 
F i ltFrigyes volt.

Az első világháború után Erdélynek Magyarországtól való elcsatolása következtében az addigi 
kolozsvári egyetem tanárainak el kellett hagyniok e várost és előbb átmenetileg Budapesten, majd 1920-tól 
Szegeden folytatták működésüket. Haar Alfréd és Riesz Frigyes az új szegedi matematikai szemináriumot –
amelyet később Bolyai Intézetnek neveztek el – hamarosan nemzetközi tekintélyű matematikai centrummá 
f jl t tték bb t ját tt f l ói t A S i i M h i l t Hfejlesztették: ebben nagy szerepet játszott az a folyóirat, az Acta Scientiarum Mathematicarum, amelyet Haar 
és Riesz 1922-ben alapítottak (mint az egyetem Acta-inak matematikai szekcióját).

Egyetemi előadásainak tárgyát Haar leginkább az algebra számelmélet, analitikus geometria, 
mechanika, differenciálegyenletek, variációszámítás, folytonos csoportok elmélete területeiről választotta. 
Elsőrangú egyetemi előadó volt, előadásai világosságban, logikus felépítésben mintaszerűek voltak.

á é ő á á áA Magyar Tudományos Akadémia 1931-ben Haart levelező tagjává választotta.
Egyetemi tanári működését Szegeden egészen az 1933. március 16-án bekövetkezett haláláig 

folytatta. A gyilkos betegség (gyomorrák) okozta halál életének legalkotóbb szakaszában, 48-ik életévében, 
néhány hónapos szenvedés után ragadta el az élők sorából. Szülővárosában, Budapesten van eltemetve.”

[1] Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, 
Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rövid életrajza 





A Riesz-Fischer – tétel [1907]. 

Riesz F, Comptes rendus  18 mars, pp 615-619 (1907) [„Présentée dans la scéance du 11 mars 1907”]

Fischer E, Comptes rendus  13 mai, pp 1022-1024 (1907) [„Présentée dans la scéance du 29 avril 1907”]



Hilbert két doktorandusza: Erhard Schmidt [1905];  Haar Alfréd [1909] [ ] [ ]

Schmidt E, Mathematische Annalen 63, 433-476 (1907); 64, 161-174 (1907); 65, 370-399 (1908);... 

Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 
331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911);...



Riesz 1911-ben Haar 1912-ben kifejezetten Farkas GyulaRiesz 1911-ben, Haar 1912-ben kifejezetten Farkas Gyula 
közbenjárására került a kolozsvári egyetemre: 

„Nagyságos Dr. Fejér Lipót
T d Eg etemi tanár úrnakTud. Egyetemi tanár úrnak
Budapest, Nádor u. 51. V. em.

Kiválóan Tisztelt és Kedves Tanártársam !

Íme Riesz Frigyes társunk már javában megkezdte itteni működését nagy 
lelkesedéssel a math. szeminárium körül is. ... Tegnap levelet kaptam Haartól. 
... Egyébiránt Haar levele oly mély hazafias érzelmeket árul el, hogy mostmár 
nem is tartok attól hogy ha egyszer haza került elveszítsük a külföldneknem is tartok attól, hogy ha egyszer haza került, elveszítsük a külföldnek....

Boldog életet kívánok új lakásában
Igaz barátja, Farkas Gyula” 
[8][8]. 

[8] P ék A d á F k G l él t é ká á á k j l tő é ti li álá l él téb I[8] Prékopa András, Farkas Gyula élete és munkásságának jelentősége az optimalizálás elméletében. In 
Martinás Katalin (Szerk.), Farkas Gyula élete és munkássága. (ELFT Termodinamikai Szakcsoport, 
Budapest, 2003) pp 9-26.



„ Az elsõ világháború elvesztése következtében Erdély román megszállás alá került. A román 
hatóságok, nem várva meg a békekötést, az egyetem tanári karától hûségesküt kértek, majd ennek g , g , gy g , j
megtagadása miatt az egyetemet Kolozsvárról kiutasították. Az egyetem 1919-ben átmenetileg Budapestre 
került, s a jogfolytonosság fennmaradása érdekében a hasonló sorsú pozsonyi Erzsébet Egyetemmel közös 
félévet hirdetett meg és indított....
A menekült egyetem az 1921/22-es tanévtõl kezdõdõen Szegeden talált otthonra. ... Az oktatás megindításán 
túl Riesz és Haar fáradhatatlan szervezõ munkába kezdett a kutatáshoz és oktatáshoz elengedhetetlenültúl Riesz és Haar fáradhatatlan szervezõ munkába kezdett a kutatáshoz és oktatáshoz elengedhetetlenül 
szükséges könyvek valamint folyóiratok beszerzése és gyarapítása érdekében is. Ma látjuk igazán, hogy ezen 
a területen is zseniálisak voltak. ... A Vallás- és Közoktatásügyi Minisztériumnál sikerült elérni, hogy 
Demeczky Mihály értékes matematikai könyvtárát megvásárolják, Farkas Gyula pedig a Matematikai 
Szemináriumnak ajándékozta saját könyvtárát. A helyzetet - és a küzdelmet - jellemzi a következõ 
anekdotikus igaz történet. Haar professzor, aki igen jó viszonyban volt Klebelsberg Kunóval, ecsetelte aanekdotikus igaz történet. Haar professzor, aki igen jó viszonyban volt Klebelsberg Kunóval, ecsetelte a 
miniszternek, milyen katasztrofális az Intézet könyvvel és folyóirattal való ellátottsága. Klebelsberg 
kinyomoztatta, hogy van egy Hámori Bíró Pál nevû gyáros, egyben országgyûlési képviselõ, aki "Hámori" 
elõnevéért tartozik az államnak 25.000 pengõvel. Közbenjárt, hogy ezt az összeget Bíró a szegedi egyetem 
Matematikai Szemináriumának utaltassa át a könyvtár gyarapítására . ...
Az igazi fejlõdést és színvonalat azonban a folyóiratgyûjtemény jelentette Riesz és Haar felvetették hogyAz igazi fejlõdést és színvonalat azonban a folyóiratgyûjtemény jelentette. Riesz és Haar felvetették, hogy 
matematikai folyóiratot kellene indítani , mégpedig nem akármilyet, hanem világszínvonalút. Erre az anyagi 
fedezetet egy társadalmi egyesület létrehozásával teremtették meg. A város nagyjai és tehetõ s polgárai 
létrehozták a Ferencz József Tudományegyetem Barátainak Egyesületét. .... Riesz és Haar levélben fordultak 
a világ ismert matematikusaihoz, akik közt sokan személyes ismerõseik voltak, és cikkeket kértek tõlük. Õk 
maguk is itt helyezték el legjobbnak tartott publikációikat és erre kérték arra érdemes tanítványaikat:maguk is itt helyezték el legjobbnak tartott publikációikat , és erre kérték arra érdemes tanítványaikat: 
Radó Tibort, Szõkefalvi-Nagy Gyulát és másokat is. Így sikerült néhány év alatt világszínvonalúvá fejleszteni 
a lapot. Ragadjunk ki néhány nevet a fiatal Acta köteteibõl: Fejér Lipót, Neumann János, Pólya György, 
Szegõ Gábor, Riesz Marcell, Lánczos Kornél, Norbert Wiener, George D. Birkhoff, Henri Cartan, Antoni 
Zygmund, Egerváry Jenõ, a még egyetemi hallgató Erdõs Pál és természetesen a helyiek: Riesz, Haar, 
Kerékjártó ”Kerékjártó . ...

[ Csákány Béla – Varga Antal , A szegedi egyetemi matematikai intézetek hetvenöt éve. ]



Matematikai konferencia Szegeden 1928-banMatematikai konferencia Szegeden 1928 ban. 

álló sor: Riesz Frigyes, Kerékjártó Béla, Haar Alfréd, König Gyula, Ortvay Rudolf · ülő sor: Kürschák József, George D. 
Birkhoff, O. D. Kellog, Fejér Lipót · szőnyegen ülő sor: Radó Tibor, Lipka István, Kalmár László, Szász Pál 



[Csak zárójelben...; Egy nagy konferencia 2014-ben.] 

XXXXX ( Conference name, which I do not display) „ is dedicated to providing a harassment-free 
conference experience for everyone. We do not tolerate harassment of conference participants in 
any form. Conference participants violating this rule may be sanctioned or expelled from the 
conference without a refund at the discretion of the conference organizers.

Harassment includes:
- offensive verbal comments related to gender, gender identity and expression, sexual orientation, 
disability, physical appearance, body size, race, religion;
- sexual images in public spaces;
- deliberate intimidation stalking following harassing photography or recording;- deliberate intimidation, stalking, following, harassing photography or recording;
- sustained disruption of talks or other events;
- inappropriate physical contact, and unwelcome sexual attention.
Participants asked to stop any harassing behaviour are expected to comply immediately.

Exhibitors in the Industrial Exhibition are also subject to the anti-harassment policy. In particular, j p y p ,
exhibitors should not use sexualized images, activities, or other material. Booth staff (including 
volunteers) should not use sexualized clothing/uniforms/costumes, or otherwise create a 
sexualized environment.
If a participant engages in harassing behaviour, the conference organizers may take any action 
they deem appropriate, including warning the offender or expulsion from the conference with no 

f d If b i h d ti th t l i b i h d h threfund. If you are being harassed, notice that someone else is being harassed, or have any other 
concerns, please contact a member of conference staff immediately.
Conference staff will be happy to help participants contact hotel/venue security or local law 
enforcement, provide escorts, or otherwise assist those experiencing harassment to feel safe for 
the duration of the conference. We value your attendance.
We expect participants to follow these rules at all conference venues and conference-relatedWe expect participants to follow these rules at all conference venues and conference-related 
social events.”



Néhány másolat Haar egyetemi előadásjegyzeteiből. é á y áso at aa egyete e őadásjegy ete bő



„ Egyetemi előadásainak tárgyát Haar leginkább az algebra gy gy g g
számelmélet, analitikus geometria, mechanika, differenciálegyenletek, 
variációszámítás, folytonos csoportok elmélete területeiről választotta. 
Elsőrangú egyetemi előadó volt, előadásai világosságban, logikus 
felépítésben mintaszerűek voltak. …”. „Haar Alfrédtől könyv nem 
jelent meg. Azonban több igen gondosan megírt jegyzetet készített, 
részben saját előadásaira való előkészületként, részben hallgatóinak 
h ál tá (S á l él t Al b D t i á k é d tikhasználatára (Számelmélet, Algebra, Determinánsok és quadratikus 
formák, Vektor- és tenzoranalízis, Felsőbb geometria, Felületelmélet, 
Elemi függvénytan, Differenciálegyenletek, Variációszámítás, 
Valószínűségszámítás) Noha ezek az egyetemi előadások sok eredetiValószínűségszámítás). Noha ezek az egyetemi előadások sok eredeti 
részletet tartalmaznak, s mint egyetemi tankönyvek ma is beválnának, 
a jelen összegyűjtött munkák közé való felvételükről már csak 
terjedelmük miatt sem lehetett szó.”terjedelmük miatt sem lehetett szó.  

[1] Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  
(Akadémia Kiadó, Budapest, 1959). Bevezetés.

S. V., Haar Alfréd fizikai matematikája. „ Előadásunkban e nem publikált egyetemi jegyzetekből is mutatunk be 
(tudomásunk szerint a szélesebb tudományos közönség számára mindezidáig ismeretlen) szemelvényeket.”



„Einführung in die Variationsrechnung. Vorlesung gehalten im Winter-Semester 1910-1911. von Dr. Haar. 
Ausgearbeitet von Fritz Frankfurter.” „Bevezetés a variációszámításba. Az 1910-1911-es téli szemeszteren tartotta Dr. 
Haar. Kidolgozta Fritz Frankfurter.”



Einführung in die Variationsrechnung Vorlesung gehalten im Winter-Semester 1910-1911 von Dr Haar„Einführung in die Variationsrechnung. Vorlesung gehalten im Winter-Semester 1910-1911. von Dr. Haar. 
Ausgearbeitet von Fritz Frankfurter.” „Bevezetés a variációszámításba. Az 1910-1911-es téli szemeszteren tartotta Dr. 
Haar. Kidolgozta Fritz Frankfurter.”



Haar A, Vektor és Tenzoranalízis. Dr. Haar Alfréd egyetemi ny. R. Tanár úr szemináriumi 
eőadásai a 1923/24 tanévben. Jegyezte: Hartly (?) Domokos tanárjelölt. [77 oldal].



Haar A, Vektor és Tenzoranalízis. Dr. Haar Alfréd egyetemi ny. R. Tanár úr szemináriumi 
eőadásai a 1923/24 tanévben. Jegyezte: Hartly (?) Domokos tanárjelölt. [77 oldal].



Haar A, Variációszámítás. Dr. Haar Alfréd egyetemi ny. rendes tanár eőadásai nyomán jegyezte 
Bukovszky Ferenc  tanárjelölt. [I. Füzet 61 o., II. Füzet 77 o.].”Befejeztem 1929. május 22-én.”



Haar A, Variációszámítás. Dr. Haar Alfréd egyetemi ny. rendes tanár eőadásai nyomán jegyezte 
Bukovszky Ferenc  tanárjelölt. [I. Füzet 61 o., II. Füzet 77 o.].”Befejeztem 1929. május 22-én.”



Haar A, Algebra jegyzet kézirat. [össz. 141 oldal.] 134-135. old.: „Basis der Abelschen Gruppe”



Haar A, Differenciálegyenletek [összesen 137 oldal.] Itt: „Poincaré’sche Wiederkehrssatz.”



A H fél t áli fü é dA Haar–féle ortogonális függvényrendszer.



Haar Alfréd doktori disszertációja (Göttingen 1909)Haar Alfréd doktori disszertációja (Göttingen, 1909). 

Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Inaugural Dissertation zur Erlangung der 
Doktorwürde der hohen philosophischen Fakultät der Georg-August-Universität zu Göttingen, vorgelegt von 
Alfred Haar aus Budapest). 1909, 1-49.  [2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste 
Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371 (1910). 



‘Haar wavelets’

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371 
(1910). * Die vorliegede Arbeit ist, bis auf unwesentlichen Anderungen, ein Abruck meiner im Juli 1909 erschienen 
Göttinger Inauguraldissertation.  [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911)



‘Haar wavelets’.
A ‘Haar – féle 
ortogonális 
fü é d ’függvényrendszer’

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371 
(1910). * Die vorliegede Arbeit ist, bis auf unwesentlichen Anderungen, ein Abruck meiner im Juli 1909 erschienen 
Göttinger Inauguraldissertation.  [Kapitel III. 1§]



Szőkefalvi-Nagy Béla, Valós Függvények és Függvénysorok. Második, Átdolgozott Kiadás (Tankönyvkiadó, Bp., 1961)



Az első referencia: Faber [1910] újrabizonyítja a Haar-rendszer teljességét.

Faber G, Über die Orthogonalfunktionen des Herrn Haar.  Jahresberichten der deutschen Mathematiker-
Vereinigung 19, 104-112 (1910)



Faber [1910] újrabizonyítja a Haar-rendszer teljességét. Haar véleménye Faber munkájáról.

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-
371 (1910). 



A Haar-rendszer tulajdonságai: „FRAME”.

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 
331-371 (1910). 



A Haar-rendszer tulajdonságai: „Lokalitás”. [ Később (1946) Gábor Dénes példája. ]

[2b] Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 
331-371 (1910). 



Gábor Dénes példája (1946)

Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (III), 429-457 (1946).



A Rademacher –rendszer [1922] nem teljes, ellentétben a Haar-rendszerrel.

Rademacher H, Einige Sätze über Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen.  Mathematische Annalen 87, 
112-138 (1922)



Szőkefalvi-Nagy Béla, Valós Függvények és Függvénysorok. Második, Átdolgozott Kiadás (Tankönyvkiadó, Bp., 1961)



A derivative of Haar’s system [ 1909 ]: The Walsh orthogonal 
system [ 1922 ]  system [ 1922 ]. 



The Haar system [ 1909 ]. The Walsh system [ 1922 ]. The 
Rademacher system [ 1922 ]Rademacher system [ 1922 ].

The Walsh 
t  i  l  system is also 

complete. 
[ Because it is 

derived from 
the Haar the Haar 
system. ]



A derivative of Haar’s system [ 1909 ]: The Walsh orthogonal system [ 1922 ]. 

Paley R E A C, A remarkable series of orthogonal functions (I). Proc. London Math. Soc. 34, 241-264 (1931). 



Franklin [1928] folytonos függvényrendszere. [A ‘Haar-rendszer integrálja]

Franklin Ph, A set of continuous orthogonal functions. Mathematische Annalen  100, 522-529 (1928)



‘Schauder-bázis’. Riesz ‘átviteli elvének’ alkalmazása. „Übertragungsprinzip”

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift  28, 317-320 (1928)



‘Schauder-bázis’. Riesz ‘átviteli elvének’ alkalmazása. „Übertragungsprinzip”

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift  28, 317-320 (1928)



Riesz ‘átviteli elve’. „Übertragungsprinzip”

Riesz F. Untersuchungen über Systeme integrierbare Funktionen. Mathematische Annalen  69, 449-497 (1910)



Riesz ‘átviteli elve’. „Übertragungsprinzip”Riesz átviteli elve . „Übertragungsprinzip

Riesz F. Untersuchungen über Systeme integrierbare Funktionen. Mathematische Annalen  69, 449-497 (1910)



‘Schauder-bázis’. Riesz ‘átviteli elvének’ alkalmazása. „Übertragungsprinzip”

Schauder J, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogonalsystems. Mathematische Zeitschrift  28, 317-320 (1928)



Haar wavelet és néhány egyéb wavelet alkalmazás IllusztrációkHaar-wavelet és néhány egyéb wavelet-alkalmazás. Illusztrációk.



Later results summarized by P L Uljanov in 1985.

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., 
Budapest, Hungary, 1985.  Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II. 
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.



Later results summarized by Uljanov in 1985.

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., 
Budapest, Hungary, 1985.  Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II. 
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.



Later results summarized by Uljanov in 1985.

Uljanov P L, Haar series and related questions. Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., 
Budapest, Hungary, 1985.  Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vol. II. 
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) . Pp. 57-96.



J Morlet, A Grossmann and T Paul [1985].

Grossmann A, Morlet J and Paul T, Transforms associated to square integrable group 
representations. I. General results. Jornal of Mathematical Physics 26 (10), 2473-2479 (1985).



Wavelet description; ‘scale’ instead of frequency. New method from 1980-. Ingrid 
DaubechiesDaubechies. 
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‘Gabor wavelet’ (1946). New method from 1980: ‘scale instead of frequency’. 
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Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (III), 429-457 (1946).
[ Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen
69, 331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911).]



A Haar-wavelet alkalmazásai  
(ill t á ió 2004 ből)(illusztráció 2004-ből).

Wavelet description; 
‘ l ’ i t d f‘scale’ instead of 
frequency.



A Haar 
wavelet 

alkalmazásai. 
B-spline. 
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Schuszter M, Demcu A, Mojzes I, Dobos L, Nagy Sz, Wavelet-transzformációs fraktálanalízis B-Spline-
okkal. Híradástechnika LXII évfolyam 2007/11, pp 31-34 (2007).



A Haar wavelet alkalmazásai. ‘Változó felbontású analízis’. Multiresolution analysis.

Schuszter M, Demcu A, Mojzes I, Dobos L, Nagy Sz, Wavelet-transzformációs fraktálanalízis B-Spline-
okkal. Híradástechnika LXII évfolyam 2007/11, pp 31-34 (2007).



Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations. 
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).



„The Haar wavelet method exhibits several advantageous features.
(i) High accuracy is obtained already for a small number of grid points(i) High accuracy is obtained already for a small number of grid points.
(ii) Possibility of implementation of standard algorithms. For calculation the integrals of the
wavelet functions, universal subprograms can be put together. Another time consuming 
operation is the solving of high-order systems of linear equations and calculating high-order 
determinants;here the matrix programs of MATLAB are veryeffective.
(iii) The method is very convenient for solving boundary value problems since the boundary
conditions are taken care of automatically. (iv) Singularities can be treated as intermediate
boundary conditions; this circumstance to a great extent simplifies the solution.
(v) The obtained solutions are mostly simplercompared with other known methods.”

Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations. 
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).



Hariharan G and Kannan K, An overview of Haar wavelet method for solving differential and intergral equations. 
World Applied Science Journal 23 (12), 01-14 (2013).



Pár szó a motivációimról. 

A hősugárzás digitális szerkezete. 

Optikai Rademacher-rendszer generálása grafénen történőOptikai Rademacher rendszer generálása grafénen történő 
fényszórásnál.

Diszkrét Gábor-wavelet rendszer felhasználása magasrendű 
felharmonikusok (attoszekundumos impulzusok) frekvencia-idő ( p )
karakterisztikáihoz.

A Neumann-bázis felhasználása a lézertér és az általa gerjesztett 
felharmonikusok (attoszekundumos impulzusok) kvantált ( p )
amplitúdó-síkján vett gerjesztések kifejtésére.
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10)( orxk  What is the „digital statistics” of the “dark part” [ which is the fractional part 

of the Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of 
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[1] S. V., Einstein’s fluctuation formula. A historical overview. Fluctuation and Noise Letters, 6 , No.2, R11-R46 (2006).

[2] S. V., A study on black-body radiation: classical and binary photons. Acta Phys. Hung. B: Quant. El. 26, 365-389 (2006).

[3] S. V., Irreducible decomposition of Gaussian distributions and the spectrum of black-body rad. Phys. Script.75,160 (2007). 

[4] S. V., Varró S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013). 



Scattering of a p-polarized wave on graphene.  Generation of an optical Rademacher system.
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S V G h b d i l h diff t I AIP C fS. V., Graphene-based carrier-envelope phase difference meter. In AIP Conf. 
Proceedings 1462, 128-131 (2012). Varró S, Generation of rectangular optical waves 
by relativistic clipping. Laser Physics 23 (2013) 056006 (6pp)              



Dimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient 
i l t ti f th N t ti f l l ith di t d fi itimplementation of the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite 
spectra. New Journal of Physics 11 (2009) 105052



Gabor D, Theory of communication. J. Inst. El. Eng. 93 (III), 429-457 (1946).

Dimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient implementation of 
the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite spectra New Journal of Physics

{Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 
331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911).}

the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite spectra. New Journal of Physics 
11 (2009) 105052



Dimler F Fechner S Rodenberg A Brixner T and Tannor D J Accurate and efficient implementation ofDimler F, Fechner S, Rodenberg A, Brixner T and Tannor D J, Accurate and efficient implementation of 
the von Neumann representation for laser pulses with discrete and finite spectra. New Journal of Physics 
11 (2009) 105052



Gábor lattice for time and frequency and von Neumann lattice for the complex plane of 
t lit dquantum amplitudes. 

Figure 1. Shows Gábor’s diagram (a) on the time–frequency plane, which is divided up into cells of unit area , and an 
elementary signal is associated with each cells, with coefficients . In Figure 1(b) the points of the von Neumann lattice on 
the complex plane correspond to the subset of coherent states. 

S. V., Quantum treatment of generation of attosecond light pulses on the basis of von Neumann lattice coherent states. 
[Invited talk at LPHYS’14  July 2014]. 



Quantum treatment of electron excitation and HHG on the basis of von Neumann lattice 
coherent states Multiphoton Kramers-Heisenberg formula from scatteringcoherent states. Multiphoton Kramers-Heisenberg formula from scattering.

In Figure 1(a) the points of the von Neumann lattice on the complex plane correspond to the subset of coherent states. l and m are 
integers, the elementary scaled cell size  is . Figure 1(b) Illustrates the effect of the ‘many-photon potential’ at the vertices, and 
the red arrow represents the outgoing ‘large photon’, which belongs to the higher-harmonic radiation. 

S. V., Quantum treatment of generation of attosecond light pulses on the basis of von Neumann lattice coherent states. [Invited 
talk at LPHYS’14  July 2014]. Varró S and Ehlotzky F, Nuovo Cimento D 15, 1371-1396 (1993)



Az előadás vázlata.
•  Haar szerepe a matematikában a XX. század elején. √

•  Néhány másolat Haar egyetemi előadásjegyzeteiből. √

•  A Haar – féle ortogonális függvényrendszer. ‘Haar wavelet’. √

•  Haar-wavelet később. Néhány egyéb wavelet-alkalmazás. 
Illusztrációk.  √

A H fél l iá ió á ítá b•  A Haar – féle lemma variációszámításban.

•  A Haar – féle invariáns mérték. Integrál.

A két t l ó té SZTE El él ti Fi ik T éké 2014 d b 18A két utolsó téma az SZTE Elméleti Fizika Tanszékén 2014. december 18-
án lesz tárgyalva:
„Haar Alfréd matematikai fizikája. I-II. Folytatás.”
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Li á i lőtl é kLineáris egyenlőtlenségek. 

[Mechanika, Matematika és Optimalizáláselmélet.]



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angew.  Math. 124, 1-27 (1901)

Haar A, A lineáris egyenlőtlenségekről. Mat. Term. Ért., 36, 179-196 (1918); Über lineare Ungleichungen. 
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)



Lineáris egynlőtlenségek. Haar Alfréd általánosította Farkas Gy és Minkowski H 
alaptételeitalaptételeit. 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angewandte Math. 124, (1901)

Haar A, A lineáris egyenlőtlenségekről. Mat. Term. Ért., 36, 179-196 (1918); Über lineare Ungleichungen. 
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angew.  Math. 124, 1-27 (1901)



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 





Lineáris egynlőtlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe lineáris rendszerek automaatikus 
kontrolljában és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításbankontrolljában, és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításban. 



Lineáris egynlőtlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe lineáris rendszerek automaatikus 
kontrolljában és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításbankontrolljában, és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításban. 



Garg A and Mermin N D, Farkas’s lemma and the 
nature of reality: Statistical implications of quantum 
correlations. Foundations of Physics 14, 1-39 (1984)

( discussion of the Bell, Clauser-Horne inequalities in 
terms of Farkas’s homogeneoues inequality lemma)
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Alfréd Haar Memorial Conference Vols. I-II. (North-Holland Publishing Company, 
Amsterdam, 1987) 
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The „digital statistics” of the “dark part” [ which is the fractional part of the 
Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of chaotic

Let us write down x ( 0 < x < 1 ) as a sum of (negative) powers of 

Boltzmann distribution of thermal energy ( Gauss distribution of chaotic 
amplitudes ) ].


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2; this is the diadic (binary) representation.
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If the quantity x is a random variable  then the associated  (x) –

)()( kk
The functions rk(x) are the 

Rademacher functions

If the quantity x is a random variable, then the associated k(x) –
s are also random variables, which, of course, depend on x. 
Let fa(x) be the probability density function of x, on the 
interval ( 0, 1 ). What form fa(x) may (must) have, if k(x) –s
are independent from each other? Or, what distribution x 
has, if in its dyadic expansion the 0-s and 1-s vary 
completely independent „during an experimental run” ?

[4] S. V., Varró S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013). 



Answer to the question on the ‘digital statistics’ of the dark part 
[ the fractional part of energy with Boltzmann distribution ][ the fractional part of energy with Boltzmann distribution ]

Let us expand x ( 0 < x < 1 ) in the sum of (negative) powers of 2. This is the dyadic expansion.

Question: If x is a random variable, then the associated k(x) –s are also random variables, 

 )( 10)( 101011101000

depending on x, of course. Let fa(x) is the density function of x on ( 0, 1 ). For what fa(x)  are 
the k(x) –s independent on each other? What is the distribution of x, if in its dyadic 
expansion the 0-s and 1-s at different positions vary independently in an ‘experimental 
run’?
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Answer. Either: The distribution of x is either exponential, and exactly coincides with that of 

the dark part, obtained earlier as the fractional part of the Gauss variable at some T [1,2, 3]. 
Or: The distribution of x is uniform. Its expectaion value is ½, the zero point energy. In this 

case the  (x)–s  are not only independent  but have the same distribution!                                    case the k(x)–s  are not only independent, but have the same distribution!                                    
[New question. To what agent the zero point energy belongs?]

[4] S. V., Varró S, The digital randomness of black-body radiation. Journal of Physics Conference Series 414, 012041 (2013). 
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