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Haar Alfréd.     1885. október 11., Budapest --- 1933. március 16., Szeged.  

áÉn Haar Alfréd, 1885. október 11-én születtem 
Budapesten, Haar Ignác földbirtokos és neje, szül. Fuchs 
Emma fiaként. Szülővárosomban az evangélikus 
gimnáziumba jártam  amelyet 1903-ban az érettségi gimnáziumba jártam, amelyet 1903-ban az érettségi 
bizonyítvánnyal hagytam el. 1904 húsvétja óta a budapesti 
egyetemen matematikai, fizikai és csillagászati előadásokat 
hallgattam. 1905 őszén a göttingai egyetemre iratkoztam be.

Budapesten Beke, báró Eötvös, Fröchlich, Kürschák, 
Rados, Scholtz, Göttingában Carathéodory, Hilbert, Klein, 
Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Voigt, Zermelo 
előadásain ill. szemináriumain vettem részt. Mindezeket az előadásain ill. szemináriumain vettem részt. Mindezeket az 
urakat el nem múló hálám illeti. Különösképpen mélyen 
lekötelezve érzem magam azonban Hilbert titkos tanácsos 
úrnak azért a sokoldalú ösztönzésért és sokrétű tanításért, 

l t é  ötti i t l á i idő  l tt lő dá i é  amelyet egész göttingai tanulmányi időm alatt előadásai és 
személyes érintkezés révén nyújtott; állandó ösztönző 
érdeklődéséért legmélyebb hálámat fejezem ki.Ü

[1] Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia 
Kiadó, Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rövid életrajza.



„ Tegyük ehhez hozzá, hogy a gimnáziumban Rátz László, a Középiskolai Matematikai Lapok
érdemes szerkesztője volt a matematika tanára Ennek a lapnak Haar is szorgalmas munkatársa voltérdemes szerkesztője volt a matematika-tanára. Ennek a lapnak Haar is szorgalmas munkatársa volt 
középiskolás korában. Az előző évben érettségizettek számára évenként tartott áEötvös Loránd 
matematikai versenyÜ-en 1903 őszén Haar Alfréd nyerte az első díjat. Ez a siker jegyezte el az érettségije 
után először vegyészmérnök-hallgatónak beiratkozott fiatalembert végleg a matematikával. 

A doktori szigorlatot 1909. Június 16-án tette le a göttingai egyetem bölcsészeti karán, 
di tá iójá k Hilb t lt f Ali éhá hó úl é 1909 b kdisszertációjának Hilbert volt a referense. Alig néhány hónap múlva, még 1909-ben ugyanez a kar 
magántanárrá habilitálta.

Miután rövid ideig a zürichi műegyetem helyettes tanára volt, 1912-ben a Budapestre meghívott 
Fejér Lipót utódjaként a kolozsvári egyetem egyik matematika-fizika tanszékére nevezték ki, először 
nyilvános rendkívüli tanárrá; majd 1917-ben nyilvános rendes tanárrá; a másik tanszék tanára Riesz 
F i ltFrigyes volt.

Az első világháború után Erdélynek Magyarországtól való elcsatolása következtében az addigi 
kolozsvári egyetem tanárainak el kellett hagyniok e várost és előbb átmenetileg Budapesten, majd 1920-tól 
Szegeden folytatták működésüket. Haar Alfréd és Riesz Frigyes az új szegedi matematikai szemináriumot –
amelyet később Bolyai Intézetnek neveztek el – hamarosan nemzetközi tekintélyű matematikai centrummá 
f jl t tték bb t ját tt f l ói t A S i i M h i l t Hfejlesztették: ebben nagy szerepet játszott az a folyóirat, az Acta Scientiarum Mathematicarum, amelyet Haar 
és Riesz 1922-ben alapítottak (mint az egyetem Acta-inak matematikai szekcióját).

Egyetemi előadásainak tárgyát Haar leginkább az algebra számelmélet, analitikus geometria, 
mechanika, differenciálegyenletek, variációszámítás, folytonos csoportok elmélete területeiről választotta. 
Elsőrangú egyetemi előadó volt, előadásai világosságban, logikus felépítésben mintaszerűek voltak.

á é ő á á áA Magyar Tudományos Akadémia 1931-ben Haart levelező tagjává választotta.
Egyetemi tanári működését Szegeden egészen az 1933. március 16-án bekövetkezett haláláig 

folytatta. A gyilkos betegség (gyomorrák) okozta halál életének legalkotóbb szakaszában, 48-ik életévében, 
néhány hónapos szenvedés után ragadta el az élők sorából. Szülővárosában, Budapesten van eltemetve.”

[1] Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, 
Budapest, 1959). Bevezetés, Haar Alfréd rövid életrajza 



His behaviour: good

His attention: good

Genaral note: good

His diligence: good

Religion study: good

Latin language: pass mark

G k lGreek language: ---

Hungarian  language: excellent

German language: excellent

History: ---

Geography: good

Mathematics (arithmetics): good

Geometry.geometrical drawing: 
good

Nature-
Psychology-
Logics-

A Budapesti Ágostai Hitv. Evang. 
FŐGYMNASIUM Ia osztályának 
É Í Ő

g

Gymnastics: pass mark

Writing: good

Singing: pass mark
ÉRTESÍTŐJE az 1895/6 tanévről. 
Scholtz Albert osztálytanár.

g g p

Appearance of his written 
excercises: not enough ordered



A Budapesti Ágost. Hitv. Evang. FŐGYMNASIUM ÉRTESÍTŐJE Az 1903/1904-iki iskolai évről. 
Közzéteszi GÓBI IMRE, E. I. Igazgató (Budapest, Franklin-Társulat Könyvnyomdája, 1904)



László Rátz [09. 04. 1863. – 30. 09. 1930.]
Teacher of mathematics of Alfred Haar

Sándor Mikola [16. 04. 1871. – 01. 10. 1945.]
Teacher of physics of Alfred Haar



László Rátz

Left: Eugene P. Wigner in his office at the Princeton University, displaying Einstein’s photo, taken from besides the 
photo of László Rátz, Wigner’s secondary school teacher of mathematics. [1912-1920]
Right: The cover page of the book by  Kovács L, László Rátz and John von Neumann. A gifted teacher and his 
brillant pupil (Winnipeg, Manitoba, Canada, 2003).
Concerning the left photo see more: Kovács L, Eugene Wigner, pupil of a legendary school. In Varró S, Ádám P, Bíró 
T S  Barnaföldi G G and Lévai P (Editors)  Proceedings of the Wigner 111 Colourful & Deep Scientific Symposium  T S, Barnaföldi G G and Lévai P (Editors), Proceedings of the Wigner 111 – Colourful & Deep Scientific Symposium. 
EPJ Web of Conferences 78, 01007 (2014). DOI: 10.1051/epjconf/20147801007 



Az előadás vázlata.
•  Haar szerepe a matematikában a XX. század elején. √

•  Néhány másolat Haar egyetemi előadásjegyzeteiből. √y gy j gy

•  A Haar – féle ortogonális függvényrendszer. ‘Haar wavelet’. √

•  Haar-wavelet később. Néhány wavelet-alkalmazás. Illusztrációk. √

•  A Haar – féle lemma variációszámításban. 

•  A Haar – féle invariáns mérték. Integrál.g



Haar A, Összegyűjtött Munkái. Sajtó alá rendezte Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, Budapest, 1959)

My primary source: Haar A Gesammelte Arbeiten Herausgegeben von Béla Szőkefalvi Nagy (Verlag derMy primary source: Haar A, Gesammelte Arbeiten. Herausgegeben von Béla Szőkefalvi-Nagy (Verlag der 
Akademie der Wissenschaften, Budapest, 1959)



Haar A, Gesammelte Arbeiten. Herausgegeb. von Szőkefalvi-Nagy Béla  (Akadémia Kiadó, Budapest, 
1959) From the Introduction written by Béla Szőkefalvi-Nagy [‘B Sz-Nagy’]: Alfred Haar is one of those1959). From the Introduction written by Béla Szőkefalvi-Nagy [ B. Sz-Nagy ]: „Alfred Haar is one of those 
mathematicians whose work had a generally respected great influence on the newest development of 
mathematics. This holds for his work on the series of orthogonal functions, and on the calculus of 
variation, but it particularly holds for his work on continuous groups, being at the same time his last work, 
on the basis of which held his inaguration talk as a member of the Hungarian Academy of Sciences. His 
early dead prevented him to take part in working out the consequences of this fundamental discovery....”y p p g q y

Set theory

Series of orthogonal functions and 
singular integralsAnalytic functions

Partial differential equations

Calculus of variation
Approximation theory and linear inequalities

Continuous groups

Discrete groups and function algebras



From left to right: Alfréd Haar, Franz Hilbert, Hermann Minkowski, 
unknown, Käthe Hilbert, David Hilbert, Ernst Hellinger. 



Riesz 1911-ben Haar 1912-ben kifejezetten Farkas GyulaRiesz 1911-ben, Haar 1912-ben kifejezetten Farkas Gyula 
közbenjárására került a kolozsvári egyetemre: 

„Nagyságos Dr. Fejér Lipót
T d Eg etemi tanár úrnakTud. Egyetemi tanár úrnak
Budapest, Nádor u. 51. V. em.

Kiválóan Tisztelt és Kedves Tanártársam !

Íme Riesz Frigyes társunk már javában megkezdte itteni működését nagy 
lelkesedéssel a math. szeminárium körül is. ... Tegnap levelet kaptam Haartól. 
... Egyébiránt Haar levele oly mély hazafias érzelmeket árul el, hogy mostmár 
nem is tartok attól hogy ha egyszer haza került elveszítsük a külföldneknem is tartok attól, hogy ha egyszer haza került, elveszítsük a külföldnek....

Boldog életet kívánok új lakásában
Igaz barátja, Farkas Gyula” 
[8][8]. 

[8] P ék A d á F k G l él t é ká á á k j l tő é ti li álá l él téb I[8] Prékopa András, Farkas Gyula élete és munkásságának jelentősége az optimalizálás elméletében. In 
Martinás Katalin (Szerk.), Farkas Gyula élete és munkássága. (ELFT Termodinamikai Szakcsoport, 
Budapest, 2003) pp 9-26.



Before „Trianon” [1920] Google earth would have displayed like this.



The red arrow shows Kolozsvár [Klausenburg, now Cluj in Romania] , where Riesz and Haar had chairs of 
mathematics. Already in 1919, one year before the Trianon Treaty, they were driven from Kolozsvár, 
because they did not sign a statement on their loyality towards the newly forming Romanian state. In fact 
ALL the teachers and the complete university was driven out from Kolozsvár! [Note on the name: 04 June 
1920:Trianon Treaty between Hungary and the Entente (the Trianon palais is a part of Versailles, France)]



„ Az elsõ világháború elvesztése következtében Erdély román megszállás alá került. A román 
hatóságok, nem várva meg a békekötést, az egyetem tanári karától hûségesküt kértek, majd ennek g , g , gy g , j
megtagadása miatt az egyetemet Kolozsvárról kiutasították. Az egyetem 1919-ben átmenetileg Budapestre 
került, s a jogfolytonosság fennmaradása érdekében a hasonló sorsú pozsonyi Erzsébet Egyetemmel közös 
félévet hirdetett meg és indított....
A menekült egyetem az 1921/22-es tanévtõl kezdõdõen Szegeden talált otthonra. ... Az oktatás megindításán 
túl Riesz és Haar fáradhatatlan szervezõ munkába kezdett a kutatáshoz és oktatáshoz elengedhetetlenültúl Riesz és Haar fáradhatatlan szervezõ munkába kezdett a kutatáshoz és oktatáshoz elengedhetetlenül 
szükséges könyvek valamint folyóiratok beszerzése és gyarapítása érdekében is. Ma látjuk igazán, hogy ezen 
a területen is zseniálisak voltak. ... A Vallás- és Közoktatásügyi Minisztériumnál sikerült elérni, hogy 
Demeczky Mihály értékes matematikai könyvtárát megvásárolják, Farkas Gyula pedig a Matematikai 
Szemináriumnak ajándékozta saját könyvtárát. A helyzetet - és a küzdelmet - jellemzi a következõ 
anekdotikus igaz történet. Haar professzor, aki igen jó viszonyban volt Klebelsberg Kunóval, ecsetelte aanekdotikus igaz történet. Haar professzor, aki igen jó viszonyban volt Klebelsberg Kunóval, ecsetelte a 
miniszternek, milyen katasztrofális az Intézet könyvvel és folyóirattal való ellátottsága. Klebelsberg 
kinyomoztatta, hogy van egy Hámori Bíró Pál nevû gyáros, egyben országgyûlési képviselõ, aki "Hámori" 
elõnevéért tartozik az államnak 25.000 pengõvel. Közbenjárt, hogy ezt az összeget Bíró a szegedi egyetem 
Matematikai Szemináriumának utaltassa át a könyvtár gyarapítására . ...
Az igazi fejlõdést és színvonalat azonban a folyóiratgyûjtemény jelentette Riesz és Haar felvetették hogyAz igazi fejlõdést és színvonalat azonban a folyóiratgyûjtemény jelentette. Riesz és Haar felvetették, hogy 
matematikai folyóiratot kellene indítani , mégpedig nem akármilyet, hanem világszínvonalút. Erre az anyagi 
fedezetet egy társadalmi egyesület létrehozásával teremtették meg. A város nagyjai és tehetõ s polgárai 
létrehozták a Ferencz József Tudományegyetem Barátainak Egyesületét. .... Riesz és Haar levélben fordultak 
a világ ismert matematikusaihoz, akik közt sokan személyes ismerõseik voltak, és cikkeket kértek tõlük. Õk 
maguk is itt helyezték el legjobbnak tartott publikációikat és erre kérték arra érdemes tanítványaikat:maguk is itt helyezték el legjobbnak tartott publikációikat , és erre kérték arra érdemes tanítványaikat: 
Radó Tibort, Szõkefalvi-Nagy Gyulát és másokat is. Így sikerült néhány év alatt világszínvonalúvá fejleszteni 
a lapot. Ragadjunk ki néhány nevet a fiatal Acta köteteibõl: Fejér Lipót, Neumann János, Pólya György, 
Szegõ Gábor, Riesz Marcell, Lánczos Kornél, Norbert Wiener, George D. Birkhoff, Henri Cartan, Antoni 
Zygmund, Egerváry Jenõ, a még egyetemi hallgató Erdõs Pál és természetesen a helyiek: Riesz, Haar, 
Kerékjártó ”Kerékjártó . ...

[ Csákány Béla – Varga Antal , A szegedi egyetemi matematikai intézetek hetvenöt éve. ]





1. Die Randwertaufgabe der Differentialgleichung . Göttingen Nachrichten 1907, 280-287.

2. Egyszerűen rendezett halmazokról. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 27, 138-151 
(1909). On simply–ordered  sets. (Alfréd Haar és Dénes König)

3. Zur Theorie der Spannungszustände in plastischen und sandatrigen Medien. Göttingen Nachrichten 1909, 204-
218. (Alfréd Haar und Theodor von Kármán )( )

4. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Inaugural Dissertation zur Erlangung der Doktorwürde der 
hohen philosophischen Fakultät der Georg-August-Universität zu Göttingen, vorgelegt von Alfred Haar aus 
Budapest). 1909, 1-49.

5 Z Th i d th l F kti t (E t Mitt il ) M th ti h A l 69 331 371 (1910)5. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 331-371 (1910)

6. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Zweite Mitteilung). Mathematische Annalen 71, 38-53 (1911)

7. Über einfach geordnete Mengen. Journal für reine und angewandte Mathematik 139, 16-28 (1911) (Alfréd Haar 
und Dénes König)und Dénes König)

8. Über die Legendre’sche Reihe. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32, 132-142 (1911)

9. Egy ortogonális függvényrendszerről. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 32, 60-68 
(1914).

10.a Über analytische Funktionen mit singulärer Linie. Göttingen Nachrichten 1914, 115-123 (1914)

11. A kettős integrálok variátiójáról. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 35, 1-19 (1917).

12 R ih t i kl h L d ’ h P l M th ti h A l 78 121 136 (1918)12. Reihenentwicklungen nach Legendre’shen Polynomen. Mathematische Annalen 78, 121-136 (1918)



13. Die Minkowskische Geometrie und die Annäherung an stetige Funktionen. Mathematische Annalen 78, 294-
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14. A lineáris egyenlőtlenségekről. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 36, 279-296 (1918).

15. Über die Variation der Doppelintegrale. Journal für reine und angewandte Mathematik 149, 1-18 (1919)

16 Üb i V ll i d D B i R d’ h L A t S i ti M th ti16.a Über eine Verallgemeinerung de Du Bois-Reymond’schen Lemmas. Acta Scientiarum Mathematicarum 
Szeged 1, 33-38 (1922)  (= Acta Litteratum ac Scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae Francisco 
Josephinae, sectio Scientiarum Mathematicarum, Szeged)

17. Über die Konvergenz von Funktionenfolgen. Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged 1, 167-179 (1922) 

18. Über lineare Ungleichungen.  Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged 2, 1-14 (1924)

19. Über asymptotische Entwicklungen von Funktionen. Mathematische Annalen 96, 69-107 (1926)

20. Über das Plateausche Problem. Mathematische Annalen 97, 127-158 (1926)

21. Über reguläre Variationsprobleme.  Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged 3, 224-234 (1927)

22. Sur l’unicité des solutions des equations aux dérivées partielles. Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 187, 23-25 
(1928)
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(1929)



26. Über Eindeutigkeit und Analyzität der Lösungen partieller Differentialgleichungen. Atti del Congresso 26. Über Eindeutigkeit und Analyzität der Lösungen partieller Differentialgleichungen. Atti del Congresso 
Internationale dei Matematici, Bologna 3-10 Settembre 1922, 3, 5-10 (1930).

27. Zur Variationsrechnung. Drei Vorträge gehalten am Mathematischen Seminars der Hamburgischen Universität 
(23-25. Juli 1929).  Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminars der Hamburgischen Universität 8, 1-27 
(1930)

28. Über die Multiplikationstabelle der orthogonale Funktionensysteme. Mathematische Zeitschrift 31, 769-798 
(1930)

29. A csoportkarakterisztikák elméletéről. Matematikai és Fizikai Lapok, Budapest 38, 132-145 (1931)

30. A csoportkarakterisztikák elméletéről (Második közlemény). Matematikai és Fizikai Lapok, Budapest 39, 6-16 
(1932)

31. Über unendliche kommutative Gruppen. Mathematische Zeitschrift 33, 129-159 (1932)

32. Über die Gruppencharaktere gewisser unedlichen Gruppen. Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged 5, 
172-186 (1932)

33. A folytonos csoportok elméletéről. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 49, 287-307 
(1932).

34. Der Maßbegriff in der Theorie der Kontinuierlichen Gruppen.  Annals of Mathematics (2) 34, 147-169 (1933) 
(The concept of measure in the theory of continuous groups.)

35. Über die Multiplikationstabelle der unitär-orthogonalen Funktionensysteme. Annali della R. Scuola Normale 
Superiore di Pisa (Science Fisiche e Matematiche) (2) 2 21-40 (1933)Superiore di Pisa (Science Fisiche e Matematiche) (2) 2, 21-40 (1933)



A H l iá ió á ítá bA Haar – lemma variációszámításban.
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Haar A, A kettős integrálok variatiójáról. Math. Term. Értesítő 35, 1-19 (1917); [2a] Haar A, Über die 
Variation der Doppelintegrale. Journal  für reine und angewandte Mathematik 149, 1-18 (1919). 
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Haar A, A kettős integrálok variatiójáról. Math. Term. Értesítő 35, 1-19 (1917); [2a] Haar A, Über die 
Variation der Doppelintegrale. Journal  für reine und angewandte Mathematik 149, 1-18 (1919). 
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Haar A, Über eine Verallgemeinerung der Du Bois-Reymond’schen Lemmas. Acta Sci. Mathematicarum 
Szeged 1, 33-38 (1922). Ez egy másik ‘Haar-lemma’ !!!




b

d 0)]([)( 
a

dxxLxu 0)]([)( 

0)]([  xu

Ha u(x) folytonos  
fügvénnyel képzett bármely 
k-szor differenciálható (x) 
függvénnyel a fenti integrál 
nulla, akkor u(x) maga is k-
szor differenciálható, és 
kielégíti az adjungált 
egyenletet; [u(x)]=0.

Haar A, Über eine Verallgemeinerung der Du Bois-Reymond’schen Lemmas. Acta Sci. Mathematicarum 
Szeged 1, 33-38 (1922). Ez egy másik ‘Haar-lemma’ !!!



Haar A, Über das Plateausche Problem. Mathematische Annalen 97, 124-158 (1927).



W. Blaschke 1929-ben felkérte Haart, hogy a variációszámítással kapcsolatos úttörő 
eredményeit foglalja össze egy előadássorozat keretében a Hamburgi Egyetemen.y g j gy g gy

Haar A, Zur Variationsrechnung. Drei Vorträge von Alfred Haar in Szeged (Ungarn), gehalten im Mathematischen Seminar 
de Hamburgischen Universität (23.-25. Juli 1929).  Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar de Hamburgischen 
Universität  (Hrsg. E. Artin, W. Blaschke, E. Hecke) 8. Band, 1-27 (Verlag B. G. Teubner, Lepzig, 1931)



L M Graves (1959) általánosítja a ‘Haar-lemmát’.

Graves L M, Extension of the lemma of Haar in the calculus of variation. Bull. Am. Math. Soc. 65, 319-321 (1959)



A H fél i iá é ték é i t álA Haar–féle invariáns mérték és integrál.



33. Haar Alfréd, A folytonos csoportok elméletéről. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, Budapest 49, 
287-307 (1932). [Akadémiai székfoglaló előadása.]



Haar az inveriáns mértéket az 
invariáns tartam alapján vezette be. pj
„Minden N-tagú G folytonos 
csoportban bevezethetünk egy 
tartalom-fogalmat, amelynek 
segítségével bizonyos nyilt, kompakt 
H halmazokhoz egy pozitív I(H) 

i é t d lh tü kmennyiséget rendelhetünk; ez a 
fogalom ugyanazokkal a 
tulajdonságokkal rendelkezik mint a 
szokásos geometria Jordan-Cantor-
féle tartalom-fogalma, vagyis ha 
mindegyik H1, H2, ... , H , ... halmazmindegyik H1, H2, ... , Hn, ... halmaz 
rendelkezik tartammal, akkor a 
következő tények érvényesek:
Ha H1 kongruens H2-vel, akkor 
I(H1)=I(H2);
Ha H1 részhalmaza H2-nek, akkor 
I(H1)<I(H2);
érvényes az additivitás:
I(H1)+I(H2)=I(H1+H2)+I(H1H2)...
...
Tételünk érvényes marad, ha az 

l l tt G t N t úalapul vett G csoport nem N-tagú, 
hanem úgy áll elő, hogy elemei egy 
metrikus, önmagában sűrű, 
szeparábilis és lokálisan (kicsiben) 
kompakt teret képeznek.”
Haar e mértékkel a Lebesgue-féleHaar e mértékkel a Lebesgue féle 
integrál fogalommal analóg, igen 
általános  integrált vezetett be.



Hilbert D, Mathematische Probleme. Nachrichten von der königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse 1900, 253-279 (1900).



Hilbert D, 5. probléma.



Haar invariáns 
mérték- és integrál 
fogalma segítségével 
Peter és Weyl 
csoportábrázolási p
módszere egy-az-
egyben 
kiterjeszthető 
lokálisan kompakt p
csoportokra. Ezt a 
jelentős 
általánosítást 
használta Gleason 
(1952) és 
Montgomery és 
Zippin (1952) a 
Hilbert-féle 5. 
probléma 
megoldásához. 
[Lásd lentebb.] 

Peter F und Weyl H, Die Vollständigkeit der primitiven Darstellungen einer geschlossenen kontiunierlichen 
Gruppe. Mathematische Annalen 97, 737-755 (1927)



A ‘kis csoportok’„..A ‘kis csoportok’ 
esetleges létezése a 
lokálisan euklideszi 
csoportokban egy 
régóta felismert  fő 
nehézséget jelent anehézséget jelent a 
Hilbert-féle ötödik 
probléma 
megoldásában....
Célunk, hogy 
bebizonyítsuk, hogy 
minden olyan 
véges-dimenziós 
lokálisan kompakt 
csoport, amelynek 
nincs ‘kis csoportja’ 
az Lie csoportaz Lie csoport. ... 
Montgomerynek és 
Zippinnek, az itteni 
eredmény induktív 
felhasználásával 
sikerült 
bebizonyítania a 
‘kis csoportok nem-
létezését lokálisan 
összefüggő, 
végesdimenziós 

Gleason A M, Groups without small subgrups. Annals of Mathematics 56, 193-212 (1952)
csoportokra....”



Gleason A M, Groups without small subgrups. Annals of Mathematics 56, 193-212 (1952)



(I) G összefüggő ( ) gg
és lokálisan 
összefüggő, és 
minden valódi 
(zárt) alcsoportja ( ) p j
G-nek 
általánosított 
Lie-csoport.
„THEOREM A. „
Ha G kielégíti az 
(I) feltételt, 
akkor G 
tartalmaz egy gy
invariáns (zárt) 
általánosított H 
Lie-csoportot, 
úgy hogy G/H gy gy
kielégíti (I)-et és 
G/H nem 
tartalmaz kis 
alcsoportot.”

Montgomery D and Zippin Leo, Small subgroups of finite-dimensional groups. Annals of Mathematics 56, 213-241 (1952).

p



Said a mathematician named HaarSaid a mathematician named Haar,
“Von Neumann can’t see very far.
He missed a great treasure —
They call it Haar measure —
Poor Johnny’s just not up to par.”

Egy Haar nevű matematikus azt mondja, hogy
„Neumann nem látott elég messzire,
Így elszalasztotta a kincsetÍgy elszalasztotta a kincset,
Amit Haar mértéknek hívnak.
Szegény Jancsi, nem ütötte meg a mértéket.”
Haar Alfréd legnagyobb eredményei közé tartozik a később róla elnevezett mérték fogalma. Eleinte 
azonban, Neumann megpróbálta Haart elkedvetleníteni, azzal, hogy érzése szerint ilyen mérték nem 
létezhet. A következő versike Haar eredményét ünnepli.
This ‘nasty’ limerick may refer to the fact that von Neumann discouraged Haar concerning the existence of 
that general measure which Haar soon discovered Neumann derived a much less general measure on thethat general measure which Haar soon discovered. Neumann derived a much less general measure on the 
spaces of almost periodic functions. Anyway, Neumann and Haar seem to have often discussed these 
questions. But Haar would have never said such a thing about Neumann. ...



ß („12. J. v. Neumann und F. Rieß (denen ich ein 
vorlaufiges Manuskript der vorangehenden 
Untersuchungen übergeben habe) verdanke ich die g g )
interessante Bemerkung, daß man den Maßbegriff 
mit Hilfe der Caratheodory-schen Theorie der 
Maßfunktionen direkt aus den Ergebnissen des § 1Maßfunktionen direkt aus den Ergebnissen des § 1 
herleiten kann, ohne den Inhaltsbegriff zu 
entwickeln. Man kann dabei - nach einer brieflichen 
Mitt il H J N i f l tMitteilung von Herrn J. v. Neumann - wie folgt 
verfahren:”

33. Haar Alfréd, A folytonos csoportok elméletéről. Mathematikai és Természettudományi Értesítő, 
Budapest 49, 287-307 (1932). [Akadémiai székfoglaló előadása.]

34. Der Maßbegriff in der Theorie der Kontinuierlichen Gruppen. Annals of Mathematics (2) 34, 147-34. Der Maßbegriff in der Theorie der Kontinuierlichen Gruppen.  Annals of Mathematics (2) 34, 147
169 (1933) (The concept of measure in the theory of continuous groups.)



Halmos P, „Nicolas Bourbaki”. Scientific American 196, 88 – 99 (1957).



Halmos P, „Nicolas Bourbaki”. Scientific American 196, 88 – 99 (1957).



Fuglede B, On the theory of potentials in locally compact spaces. Acta Mathematica 103, 139-215 (1960).



Mackey G W, Functions on locally compact groups. Bull. Am. Math. Soc. 56, 385-412 (1950).

Mackey G W, Unitary representations of group extenxions I. Acta Mathematica 99, 265-311 (1952).



„From a mathematical point of view, the present paper merely writes out Mackey’s theory 
in detail for the case of the Euclidean group.”

Wightman, On the localizability of quantum mechanical systems. Rev. Mod. Phys. 34, 265 – 311 (1962).



Egy illusztráció 
napjainkból a Haar-
mérték felhasználására 
relativisztikus 
statisztikus fizikában.
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Fü lék kFüggelékek



Haar’s ‘surroundings’ and his role inHaar s surroundings  and his role in 
mathematics in the first third of the XX century 

[Some history. Farkas and Riesz. World War I... ] 



The Riesz-Fischer Theorem [1907]. [Summable sequences and integrable functions] 

Riesz F, Comptes rendus  18 mars, pp 615-619 (1907) [„Présentée dans la scéance du 11 mars 1907”]

Fischer E, Comptes rendus  13 mai, pp 1022-1024 (1907) [„Présentée dans la scéance du 29 avril 1907”]



The Riesz–Fischer theorem [1907]. [ Correspondence (equivalence) of 
Heisenberg’s matrix mechanics and Schrödinger’s wave mechanics ]Heisenberg s matrix mechanics and Schrödinger s wave mechanics. ]

A sequence {fn} of the elements of the function space L2 converges („en moyenne”) to some element f
of L2 , if and only if , for m, n ô• the norm of the differences ||fn – fm|| ô0. [ This is essentially an 
analogon of the Cauchy condition for complex numerical sequences. ]


2

For orthogonal systems:
If {k(x)} is an orthonormal system in the space L2  of the square-integrable functions on a set , then 
for every sequence of complex numbers c1, c2, c3, ..., for which  


1

2||
k

kc

then there exists one and only one element f(x) of the space L2  whose Fourier coefficients with respect 
t th t { ( )} j t th b i it i th l ti f th t f ti

kk cf ),(
to the system {k(x)}  are just these numbers, i.e. it is the solution of the system of equations

and the solution is given by the series: 2
n

convergence „en moyenne”:

and the solution is given by the series:
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 ( and the Parseval formula holds )



Two doctorants of Hilbert: Erhard Schmidt [1905];  Alfréd Haar [1909] [ ] [ ]

Schmidt E, Mathematische Annalen 63, 433-476 (1907); 64, 161-174 (1907); 65, 370-399 (1908);... 

Haar A, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensyteme (Erste Mitteilung). Mathematische Annalen 69, 
331-371 (1910). [2c] Haar A, Zweite Mitteilung; ibid. 71, 38-53 (1911);...



Recent use of the original Schmidt decomposition, e.g.: Fedorov M V and Miklin N I, 
Schmidt modes and entanglement. Contemporary Physics 55, 94-109 (2014)Schmidt modes and entanglement. Contemporary Physics 55, 94 109 (2014)

„The Schmidt-mode analysis gives an additional vision of the origin of entanglement and evaluation of its degree. 
The Schmidt decompositions of bipartite wave functions can be used in practical application as a method for 
encoding and transmission of information. All these aspects of the Schmidt-mode analysis will be surveyed in 
the following sections of this paper. Special attention will be paid to the methods of Schmidt-mode derivation. Asthe following sections of this paper. Special attention will be paid to the methods of Schmidt mode derivation. As 
will be shown, the method providing the most complete derivation is based on the ideas of the original work by E. 
Schmidt [10], and it differs from the traditionally used approach.”

See further works, e.g.: M.V. Fedorov, M.A. Efremov, P.A. Volkov, and J.H. Eberly, Short-pulse or strong-field breakup processes: a 
route to study entangled wave packets, J. Phys. B:At.Mol.Opt.Phys. 9 (2006), pp. S467–S483.
M.V. Fedorov, M.A. Efremov, A.E. Kazakov, K.W. Chan, C.K. Law, and J.H. Eberly, Packet narrowing and quantum entanglement in 
photoionization and photodissociation,
Phys. Rev. A 69 (2004), 052117(10).
X.-F. Qian and J.H. Eberly, Entanglement and classical polarization states, Opt. Lett. 36 (2011), pp. 4110–4112.



Hellinger E and Toeplitz O, Grundlagen für eine Theorie der unendlichen Matrizen. Mathematische 
Annalen 69, 289 – 330 (1910).



Neumann’s fight with the spectal representation of unbounded hermitian operators. 

„The question naturally arises whether all symmetric transformation – in analogy with the case of 
bounded transformation – have a spectral reolution or not ? ... ERHARD SCHMIDT was the first who 
realized that if we want to have an analogous spectral decomposition, then we have to restrict ourselves 
to the study of self-adjoint transformations* [see Neumann’s notes in [1]].” ...
Theorem: Any A self-adjoint transformation can be written in the formTheorem: Any A self-adjoint transformation can be written in the form, 






 dEA

Riesz Frigyes – Szőkefalvi-Nagy Béla, Funkcionálanalízis (Tankönyvkiadó, Budapest, 1988). Section 120. Spectral resolution of 
self-adjoint transformations. [based on: Lecons d’Analyse fonctionelle, 4. éd. (Gauthier-Villars, Paris; Akadémia Kiadó, 
Budapest, 1965) ]

where {E} is a spectral set, uniquely determined by A; moreover E commutes with A, and with any 
bounded transformation which commutes with A.”

p , ) ]

[1] von Neumann J, Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitischer Funktionaloperatoren. in: Mathematische 
Annalen – 102, 49 – 131 (1929). Footnote 23 on page 62.



Li á i lőtl é kLineáris egyenlőtlenségek. 

[Mechanika, Matematika és Optimalizáláselmélet.]



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angew.  Math. 124, 1-27 (1901)

Haar A, A lineáris egyenlőtlenségekről. Mat. Term. Ért., 36, 179-196 (1918); Über lineare Ungleichungen. 
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)



Lineáris egynlőtlenségek. Haar Alfréd általánosította Farkas Gy és Minkowski H 
alaptételeitalaptételeit. 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angewandte Math. 124, (1901)

Haar A, A lineáris egyenlőtlenségekről. Mat. Term. Ért., 36, 179-196 (1918); Über lineare Ungleichungen. 
Acta Sci. Math., 2, 1-14 (1924)



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 

Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angew.  Math. 124, 1-27 (1901)



Farkas’ lemma (1894). [ It turned out later that Farkas’s lemma is at the core of linear ( ) [
optimization theory. ] Alfred Haar generalized the Farkas lemma for the inhomogeneous 
case.

eitherThenRbandmatrixnmanbeALet m ., 

orbAxthatsuchRxanisTherea n ;) 

.00)  ybandyAthatsuchRyanisThereb m) yyy

The virtual displacements satisfy certain inequalities, which were derived by Farkas in 1894. See his 
later works published in German: 
Farkas Gy, Theorie der einfache Ungleichungen. Journal für reine und angew.  Math. 124, 1-27 (1901).y g g g ( )
Farkas Gy, Beiträge zu den Grundlagen der analytischen Mechanik. Farkas (Julius=Gyula) in: Journal 
für die reine und angewandte Mathematik – 131,165 – 201 (1906).



Garg A and Mermin N D, Farkas’s lemma and the 
nature of reality: Statistical implications of quantum 
correlations. Foundations of Physics 14, 1-39 (1984)

( discussion of the Bell, Clauser-Horne inequalities in 
terms of Farkas’s homogeneoues inequality lemma)



Lineáris egynlőtlenségek. Farkas Gyula [1895,...,1901] és Haar Alfréd [1918,...,1924] 





Lineáris egynlőtlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe lineáris rendszerek automaatikus 
kontrolljában és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításbankontrolljában, és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításban. 



Lineáris egynlőtlenségek. A ‘Haar lemma’ szerepe lineáris rendszerek automaatikus 
kontrolljában és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításbankontrolljában, és Markov-láncokhoz viszonyított szochasztikus összehasonlításban. 



Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori K (editors), Alfréd Haar 
Memorial Conference Vols I II (North Holland Publishing Company Amsterdam 1987)Memorial Conference Vols. I-II. (North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1987) 

Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai, 49., 
Budapest, Hungary, 1985. Szabados J and Tandori 
K (editors), Alfréd Haar Memorial Conference Vols. I 
- II. (North-Holland Publishing Company, 
Amsterdam, 1987) 


