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A pontszerii témeges prébatest geodetikus péalyat kdvet gorbiilt téridében. A kiterjedt forgd test
pélydja azonban eltér a geodetikustél, ha a téridé gorbiilet, illetve a spin nagysiga szamottevd.
A szeminariumon el8szor a speciélis relativitdselméletben szérmaztatjuk a spinnel rendlekezé test
mozgasat meghatarozo egyenletrendszert, majd pedig az altalanos relativitaselméletben, eljutva a
Mathisson—Papapetrou—Dixon-egyenletekhez. A levezetés sordn dttekintjiik a sziikséges matematikai
eszkodzoket. A Mathisson—Papapetrou—Dixon-egyenletek a test reprezentativ pontjat meghatdrozé
spin mellékfeltétellel zarédnak. A spinvektort a Frenkel-Mathisson—Pirani mellékfeltétel esetén
vezetjiik be, majd szarmaztatjuk annak fejlédésegyenletét a test sajatrendszerében. Végiil ezeket
az egyenleteket numerikus vizsgalatokban alkalmazzuk.

I. BEVEZETES

A sajatperdilettel rendelkezd testet kitolt$ anyag energia-impulzus tenzorat Ty,-vel jeloljiik, ennek négyes diver-
genciaja eltiinik:

VT, =0 . (1)

Egy pontszerii test a téridében egy vildgvonalat hataroz meg, egy kiterjedt test pontainak Osszessége pedig egy
vilagesovet, ahogy az az 1. abran lathaté. A multipdl kozelités oOtlete az, hogy a kiterjedt test vildgesovét egy
reprezentativ vildgvonalra, az energia-impulzus tenzort pedig multipélmomentumok végtelen sordra cseréljik a test
fejlodésének leirasaban.

mab’ ,mabc7 .

FIG. 1: Baloldalon a test pontjainak téridébeli mozgédsa sordn kirajzolt vildges6 ldthaté. A test energia-impulzus tenzora
ebben a vildgcs6ben kiilonbozik zérustdl. A vildgesdvet a baloldalon ldthaté reprezentativ vildgvonalra cseréljiik, amig az
energia-impulzus tenzort multip6l momentumoknak végtelen sordra. [1]

II. SAJATPERDULETTEL RENDELKEZO PROBATEST MOZGASEGYENLETE A SPECIALIS
RELATIVITASELMELETBEN

Speciélis relativitdselméletben az impulzus és a spintenzor (ezek a legacsonyabb rend{i momentumok) definicidi:
Pt = / 7% (2%) dX. , (2)
%(7)

illetve

Sab = 2/2(7) {x[a — 2o (7‘):| Tble (z%) d2. . (3)



A fenti definiciéban Minkowski derékszogili koordindtékat haszndltunk, 7 egy id8szeri paraméter, a téridét 9/d7-
ra merSleges X (7) térszeril hiperfeleliiletek f6lidzzdk, és d¥. (x 0/07) a térfogatelem X (7)-n. Az integrélds az
x® véltozéra torténik, amig 2% (1) a test evolicidjat reprezentdls vildgvonal. Felmeriil a kérdés, hogy a (2) és (3)

definiciékban szerepld tenzorok fiiggenek e a X (7) félidzds megvalasztdasatol?

Valasszunk ki két hiperfeliiletet X'-t és Y-t, amelyek az egyszeriiség kedvéért nem metszik egymdst, a vildgesd
kozéjiik esé téridd régidjat pedig jeldlje Q. A vildges Y/ és ¥ kozotti részének idészerti hataran T = 0. Ezért a

Gauss-tétel kovetkeztében kapjuk, hogy

0= / BT s = / T4y, — / Ty, .
Q b)) ’

Mivel p® nem fiigg 2z (7)-t6l, ez azt jelenti, hogy

dp®
dr
Tovabba
0 0 dxle oTble oTble
la __ la :| Tb]c - _Z [aTb]c — 7Tb]c [aY2 "~ — 6[aTb]c la =0
Oxc [m 24(7) dze’ Oxc e Oxc ¢ e Ox© ’
igy

" /Q aic {z -] T} ate = / ol 2l ()] T¥eds, - /2 |2l = 2l (r)| TVeas, .

Tehét S a ¥ hiperfeliilet megvalasztasatol nem, de 2 (7)-n keresztiil fiigg 7-t6l. A 29-tdl fiiggés:

[x[a - zga (7‘)} Theds, — 2/

AS™? = S (z5) — 8% (z) :2/
=(r)

S(r) ol = ol ()] 7,

= 2[d" (1) -4 ()] /Z ( )Tb]chc =2 |2l (r) = o ()] Y = —2axslep!

ahol

Figyelembe véve, hogy linearis rendben AX®-ban

85ab

C
0z§

A5 =

AXC

kapjuk, hogy
0:8% = —25laphl

Ezt kontrahalva

dz§
c 1
= -val
dr
a spintenzor mozgasegyenlete:
s
= _ uapb _paub .

Osszefoglalva, a sajatperdiilettel rendelkez6 test mozgésegyenletrendszere specidlis relativitdselméletben:

dp®
dr

0,

dsab_ua b a, b
dr

(4)



De mi jeloli ki a reprezentativ vildgvonalat, amelynek az érintéje u®? Egy lehetéség erre a Tulczyjew-Dizon [2, 3
spin-mellékfeltétel:

PaS?=0. (14)

Vilasszunk egy olyan koordindtarendszert, amiben p® = M§¢ alakd, ahol M? = —p?p, =konstans. Félidzzuk a téridét
az 29 = t =kontans feliiletekkel. A t idét az a megfigyeld méri, amelynek négyessebessége p®/M. Ezt a rendszert zéré
3-impulzus rendszernek nevezziik. A (3)-as egyenlet a spintenzor definicijdval egyiitt eredményezi, hogy

0=90=2 /O . [m[o‘ — 2l (T)} TVdzt da?da® | (15)
@0=konst
ahol a =1, 2, 3. Mivel
2210700 = o0 — 40 | 2zlo0l0 = o (1) TO0 — 4700 (16)
fgy
/ zTOdz do?da® = 2° (t)/ Tz da?dax® (17)
x0=konst @0=konst

amit atrendezve kapjuk, hogy

B Joo—romst 22T0dx  da?da’
o T0dal dz2da3

Z%(t) (18)

fx(’:k’onst

Ez megfelel a tomegkdzéppont definicidja altaldnositdsdnak, amit a zéré 3-impulzus redszerben hatdroztunk meg. A
Tulczyjev-Dixon spin-mellékfeltétel helyett vélaszthattuk volna a Frenkel-Matthisson-Pirani-t is: 1,5 = 0. Ekkor a
reprezentativ vildgvonal az egylittmozgé rendszerben (olyan megfigyeld, akinek a négyessebessége u®) meghatarozott
tomegkozéppont helyzetét dbrazolja.

III. KITERJEDT PROBATEST MOZGASEGYENLETE AZ ALTALANOS
RELATIVITASELMELETBEN

A. Bitenzorok

1. Relativ helyvektor az dltaldnos relativitdselméletben

ElSszor a momentumok integral definicidit sziikséges altaldnositani.' A spintenzor definiciéjdban megjelenik a

relativ helyvektor % — z% (7). Gorbiilt téridSben e helyvektort felcseréls alkalmas objektum bevezethetd a Synge-
vildgfiiggvényen keresztiil. A Synge-vildgfiiggvény egy biskaldr, amely értéke két téridéponttsl z*-tdl és x'*-tdl fiigg.
Ezt a két pontot Osszekothetjik egy y* (A) geodetikus gorbével, ahol A egy affine paraméter és y® (A1) = z?, illetve
y® (Ag) = a'®. Feltessziik, hogy x%-t és 2/%-t Osszekotd geodetikus egyértelmii, ami azt jelenti, hogy konjugélt pontok
nincsenek a térid6 vizsgalt tartomanydban.? A vildgfiiggvény [5]:

1 A2 dvu® duyb
7o) = 5 00 =0 [ gy () TN (19)

ahol g,» a metrikus tenzor, fiiggetlen az affine paraméter megvélasztasatdl (invardns a A = cv + d atskdlazasra, ahol
¢ és d kontansok). A vildgfiiggvény kovaridns derivaltjait jelolje:

Oaba’b! = vavbva’vb’ g (x,x’) 3 (20)

1 Az ltaldnositds nem egységes az irodalomban, itt Dixon a téméat érinté korai cikkében [3], illetve Puetzfeld és Obukhov &ltal hasznalt
definicidkra tdmaszkodunk [4].
2 A vizsgalt tartomany a tekintetbe vett test vilagesovén beliili régiét fogja jelenteni.
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ahol a vesszdtlen index az 2%, amig a vesszds az x'® pontban vett derivéltakat jelenti. A (20)-ban 1évé kétpont
mennyiség egy (0, 2)-tipusi tenzor az x® pontban és szintén (0, 2)-tipusui tenzor az x'-ban. A vesszds és vesszétlen
indexek szerinti kovaridns derivaltak felcserélhetok. Két index esetén ez egyszerlien a kiilonb6z6 pontokbeli parcialis
derivalasok felcserélhetéségét jelenti:

Oaa! = aaﬁa/O' = 8a/8ao =0qg’q - (21)

Példa: Minkowski-téridében derékszogli koordindtakban (y* = {t,z,y, z}) a geodetikus egyenlet:

‘Zy: =0. (22)
Ezt integralva kapjuk, hogy
YA =VEA=A) +at, (23)
ahol V' egy konstans, és % = y@ (A = A1). Igy
VEA=A) =y"(A) —a”, (24)

és a vilagfiiggvény

Ao a b
24,0 = =2 [ na () A" dy’

) d\ d\
= A=) [— (V)2 4+ (V52 4 (V) + (V7)?
= -+ -+ -y (-2, (25)

ahol 2% = y® (A = A2) és 1 a metrikus tenzor. A vildgfliggvény derivéltja az x® koordindta szerint:

o (%2 = —(t—t) , op(x*,2"") =2 2",
Oy (z, xla) = Y- y/ ) Oz (xa’xla) =z-7. (26)
Ennek indexfelhtizottja:
O't (ma,xla) — t—t/ , o* (xa’x/a) — .’13—33/ ;
oV (z%,2'%) = y—y , o (2% 2 =2—-2". (27)

Ez a vektor nem mds, mint az z® pont relativ helyvektora x'® ponthoz képest. Hasonléan, véve a vildgfiiggvény
derivaltjat =’ koordinéta szerint, majd felhtzva az indexeket kapjuk:

o_t’ (‘,L,a)x/a) — ¢ ¢ 7 Ux’ (xa7x/a) — 2 ’
oV (2%3") =y —y, 07 (a2 =2 —z. (28)
A vilagfiggvény kétszeres derivaltjai pedig
Oab = —O0qb! = Og’b’ = Nab - (29)

Térjiink vissza a vilagfiiggvény tetszoleges, konjugalt pontokat nem tartalmazé téridé région torténd vizsgdlatahoz.
{gy annak végpontjait, de a végpontok Ag, illetve Ay paraméter értékeit nem. Tehdt az z® és a’® pontokat y® (N)
geodetikus kapcsolja 0ssze, amig %+ dx® és ' + §z'* pontokat y® (A) + 0y (A). Tovdbbd z® = y® (A1), '* = y* (A\2),
%+ 0z =y (A1) + 0y® (A1) és 2’ + 02’ = y* (A2) + dy* (\2). A vildgfiiggvény dz*-ban és dz'-ban linedris rendi
megvaltozdsa ekkor egyrészt:

0o Sut 4+ 0o
~ Ox@ ox'®

so 52’ (30)



masrészt pedig:

1 A2 8gab dy® dyb 1 A2 déya dyb 1 A2 dy® d(;yb
0o = —(Aa— A oy’ ————d + = (A2 — A ab——— ——dA+ = (A — A a A ——dA
R O N A W A A 1)/Algbcu IR R4 1)/Algb(y<))dx )
1 A2 8gab dy® dyb A2 d dyb A2 d dyb
= (A=A oy’ ————d\+ (Ao — A — | gap——0y® | dN— (Ao — A 0Y* — | Gap— | dA
g Pa=A) 5 covgx an AT e 1)/M ax \Jeb gy oY o =A0) | 0y" 5\ 90 3
1 2 Ogab o o dy” dy’ dy’ 1 T, 0gab dy° dy’ d*y’
= —(A2—2A oY’ ————d\+ Ay — A awb——0y*|  —(Aa— A oy® ———— 4+ 0y?g,
2(2 1) N 2y Y O an + (A2 1)gbd/\yAl (A2 1)/A1 yaycd)\d)\-FygbdQ)\
Felhaszndlva y®-ra a geodetikus egyenletet azt talaljuk, hogy az els6 és utolsé tagok kiejtik egymast, ezért
A
dy® 2
00 =Ny — A ab——O0y® . 1
7= =) oo (31)
Osszehasonlitva (30) és (31) egyenleteket:
da® dz"®’
= — 7A ;) = ’ /7A 2
Oq Jab X )\7 Oa Ga'b ) )‘a (3 )
ahol
dzb  dyb dzV  dy”
A = — = ANA— Ih / _— = — _ —_— _ .
A=X2— A1, Gab = Gab (T) , Garvr = Garyy (') N Ix=x1 0 i [A=2 (33)

A geodetikus egyenletbdl ugyanakkor azt is meglehet mutatni, hogy a geodetikus mentén a (19)-ben szerepld
integrandus egy konstans, ezért

1 9 dx®dzb 1 9 dz' dz"’
N = = Mg = A1) gan (1) 2 2 g = M) gare (2) 2 34
o (z,2") = 5 (A2 = M) gap (2) - = 5 (he = A1) g (2') — == (34)
Ebbdl és (32)-bil kovetkezik, hogy
2 (z,2) = g%0a0p = gV ooy . (35)
Tovabba o (z,2") = 0 null geodetikusra, o (z,z') = —72/2 iddszerti geodetikusra, amelynek hossza 7, illetve o (z,2') =

12/2 térszerti geodetikusra, amelynek hossza I. Ha a tériddben létezik egy Killing-vektor k%, akkor k,dy®/d\ egy
konstans a geodetikus mentén. Ezt felhaszndlva (32)-bdl kovetkezik, hogy

k() 0 (2,2") + Kk () 0q (z,2") =0 . (36)

A 0% (z,2’) egy vektor-skalar kétpontmennyiség: skaldrként transzformélédik a’®-ban és vektorként z®-ban.
Tovébbd o (z,2') az x® pontban annak a geodetikusnak az érintdje, amely Osszekoti x®-t a’'*-val; normanégyzete
pedig ennek a geodetikusnak a hossznégyzetével ardnyos. (Az ardnyossdgi tényezd 1 térszerii és —1 idGszerli geode-
tikusra.) Ezért o® (z,z')-re tekinthetiink gy, mint az 2% pontnak z’'* ponthoz képesti relativ helyvektorara, 1ldsd 2.
4bra. Hasonléan az o® (z,2') vektorra pedig tekinthetiink tigy, mint az 2’ pontnak az x® ponthoz képesti relativ
helyvektorara.

/////

lim % (z,2") = [T (2)] (37)

z'a—ga

Feltessziik, hogy ez a hatarérték fiiggetlen attdl, hogy mely geodetikus mentén vettiik (g, metrika megfeleléen sima
[5]), ezért a jobboldal csak z%-t6l fiigg. Nyilvan

[0]207 [UG]ZO, [Ua’]zo- (38)
Vegyiik (35) kovaridns derivéltjat 2®-ban, ekkor

Oc = gabgaabc . (39)

Jar.



FIG. 2: A baloldalon egy id8szeri geodetikus szakasz lathaté, ahol T a sajatidd és amely P’ pontbdl indul és P pontban végzdédik.
A jobboldalon a vildgfiiggvény derivaltjai ldthaték P’-ben, illetve P-ben, amelyek a P’ és P-t 6sszekdtd geodetikusnak az érint6i
a végpontokban. A geodetikus szakasz hossza 7. [6]

Ebbdl és (32)-bél viszont azt is kapjuk, hogy

U (0be = gbe) = 0, (40)
ahol
dx®
Ub=—"_. 41

Feltevésiink szerint 2'* — ¢ hatarértékben oy fiiggetlen U°-tél, igy

[Obe] = gbe - (42)
Hasonléan igazolhatd, hogy

[over] = goe - (43)

Megjegyezziik, hogy torziéval rendelkez6 konnexid esetén op. # oep-vel, de a kiilonbségiik hatarértékben eltiinik, igy
(42) érvényes marad [7]. A fentiekb6l tovabbé kovetkeznek a

C (&

[0%] = 89 , [a] — 50 (44)

relaciok.
Tekintsiik most (39) kifejezést

Oq = Jbaba . (45)

Vegyiik ennek a kétszeres kovarians derivaltjat x®-ban:

Cabe = 060 + 0eb0C,. + 0ec0p + Oebc0®, - (46)
Az 2’ — x hatdrértékben:
[Tabe] = [Obac] + [Tcab] + [Tabe] (47)
vagyis
[Obac] + [0cab] = 0 . (48)

Torziémentes téridékben [opqc] az elsé két indexben szimmetrikus, igy kapjuk, hogy

[Uabc] + [Uacb] =0. (49)



Hasznaljuk fel most a Ricci-azonossagot?:

Tach = Tabe = Raacho” (50)
amivel (49) a kovetkezd alakot olti:
2 [0abe) + [Radcso?] =0, (51)
igy
[Oabe] = 0 (52)
lesz [9].

Vegyiik (45) hdromszoros kovaridns derivaltjat z%-ban:
Tabed = 0e0 gpeq T Ted0 gpe T Teb0 qca T Tebd0 ae + TecO qpa + TecdT g + Tebc0 qq + Tebcad, (53)
Az 2/ — x hatdrértékben:
[Oabed] = [Odabe] + [Obacal + [Tcaba] + [Tabed] (54)
vagyis
0 = [Oadbe] + [Tabed] + [Tachd] - (55)

Vegytik az (50) Ricci-azonossdg derivaltjat:

Tacbd = Tabed = (VaRaseh) 0° + Raseh0y (56)
ami az ' —  hatdrértékben:
[Cachd] = [Tabed] = Radeb - (57)
Hasonléan:
Oadbe — Oabde = VelRasav0® + Rasavo”’, (58)
igy
[Cadbe] = [Tabde] = Raca - (59)

Hasznaljuk most a kovetkezo azonossagot:

Oabed — Oabde = Rascdgsb + Rbscdoa s 3 (60)
ami az 2’ — 2 hatdrértékben:
[Uabcd] - [oabdc] = Rabcd + Rbacd =0. (61)
Végiil (55) a kovetkezd alakot 6lti:
0=3 [Uabcd] + Radcb + Racdb ) (62)
avagy ([9])
1
[Oabed] = -3 (Radeb + Racav) - (63)

3 Itt az Rgpeq Riemann tenzor kovetkezd definiciéjat hasznaljuk: 2V (o VT = RS, ,, T4 — R, TS, ahol T, tetszéleges vegyes indexi

tenzor. E formuldbdl mar tetsz6leges indexii tenzorra kovetkezik, hogy annak antiszimmetrizalt kétszeres kovaridns derivéltja hogyan
fejezhet6 ki a Riemann tenzorral [8].



2. Pdrhuzamos eltolds bivektor

Legyen y® (\) egy geodetikus gorbe, amely Gsszekapcsolja az x® = y® (A1) és 2/® = y® (\2) pontokat, tovdbbd
vezesslink be egy e (A) (A =0, ..,3) ortonormadlt bézist, tetrddot, amely parhuzamosan eltolt a geodetikus mentén:

De4% (A dyb
Jab€ACR = 1AB ; % = %VbeaA =0, (64)

ahol naB = diag (—1,1,1,1) a metrikus tenzor a Minkowski téridén. Az elsé relacié kontrakcisja nB€-vel adja, hogy
08 = eagarenn®C = cheg (65)
ahol bevezettiik:

eac = 77Bcgabell)3‘t ) (66)

amely az e§ dudlis bdzisa. A (66) reldcid inverze:

4 = 1acgeS . (67)
A (65) el-vel térténd kontrakeiéjabol:
el = 0Sel = eqeCely | (68)
ami mutatja, hogy
eCel, =60 . (69)
Ennek kontrakciéja g*¢-vel adja, hogy
9" = eSeg" = 1P gapehelg® = n®Cepet (70)
illetve gp.-vel valdé kontrakcidja, hogy
Jac = €5 €Che = €5 NeDy’eq goo = €5 € NCD - (71)

Tovébba el valéban bézis, mert tetszéleges V@ vektor esetén:
V=V = Viefes = Vet , (72)
ahol bevezettiik a vektor tetrdd komponensét:
Ve =vtef . (73)
Ha a V? vektor parhuzamosan eltolt a geodetikus mentén, akkor a VC tetrdd komponensek konstansok. Ezért

’

Ve (@) = [VP (@) ef (2)] e& (2') = VP (2) g (2, 2') | (74)

ahol

o (z.2') = f (@) e (o) (75)
a parhuzamos eltolds bivektor. Ez a bivektor parhuzamosan eltolja az = pontban 16v6 V? () vektort az 2’ pontba [5].

A (75)-ben eC () és e& (2') sorrendje megeserélhetd, igy g% (x, ')-ben az indexek, illetve az argumentumban = és 2’
felcserélhetok.



3. A bitenzorok egy pont kérili végtelen sor alaki kifejtései

A Taylor-sorfejtés dltalanositasat keressiik, amit itt kétindexes tenzorra tdrgyalunk [9] referencia alapjan. A keresett
sor

1
Qap (2, 2") = Agp () + Agpe () 0 (2, 2") + iAabcd (z) o (z,2") o (z,2') + ... (76)
alaki. A nulladrendii tag
Agp () = [Qap (2,27)] (77)

Az els6 rendii tag, (76) V-kovaridns derivéltjabol kovetkezik. Elvégezve a differencidlast és véve az 2/ — =z
hatarértéket:

[veQab (.’17, xl>] = V.Auw (l') + Agbe (37) s (78)
amibdl
Agpe () = [VeQas (2,2")] — Ve [Qap (2, 27)] . (79)

A miésodrendi tag, (76) VV.-kovaridns derivéltjabdl kovetkezik. Elvégezve a differencidldsokat és véve az ' — «
hatarértéket kapjuk, hogy

[ViVeQay (2,2")] = ViVeAay (2) + VeAas () + ViAave () + Agp(es) () - (80)
fgy
[VaVeQab (2,2)] = VaVe [Qap (2,2')] — Ve [VaQas (x,2)]

+VeVa [Qap (2, 2")] = Vg [VeQab (2, 2")] + VaVe [Qab (7, 2'))
= [VaVeQap (2, 2")] = Ve [VaQap (2, 2")] = Va [VeQab (2, 2")] + VeV [Qab (z,27)] . (81)

Aab(cd) ((E)

Példa: Qg (z,2") = ogp (2, 2), ekkor

Aab (QIJ) - [Uab (éE, LC/)] = Gab (82)
Agpe (2) = [0ape (2,2)] = Ve low (x,2")] =0, (83)
Aab(cd) ($) = [Uabcd (-Ty Z‘/)] - Vc [Uabd (xv J?l)] - vd [Uabc (xa J}/)] + chd [O-ab (J}, J?l)]
= [Uabcd (:L'; 33/)] = _% (Radcb + Racdb) . (84)
Ezért
Voo (2, 2') = o0y (z,2') = gap — é (Rade + Racay) 0 (z,2') 0@ (z,2') + ... . (85)

B. Kiterjedt test multipélmomentumai és azok fejlédés egyenletei

A kiterjedt test vildgesovét cseréljiik fel egy reprezentativ xz® (7) vildgvonalra, amelynek érintéje

dx® (1)
u® = . 86
dr (86)
Vilasszuk az u*u, = —1 normadlast, ami azt jelenti, hogy a gorbe 7 affin paramétere a sajatids. A testet az energia-

impulzusa helyett az aldbbi multipélmomentumokkal jellemezziik:

pyl...ynyo = (_1)7’/ o’yl...O'y"gygaTmémllewll ’ (87)
(7)
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Y2 Ynt1¥o¥1 = (_1)"/ o.yz___o.yn+1g glll Twoxlwxzdz . (88)
()

A baloldalon szerepld tenzorok az x® (1) reprezentativ vildgvonal mentén fejlédnek. A 3-dimenzids integraldsi feliiletet
az olyan térszerll geodetikusok feszitik ki, amelynek o¥! (a/,x) az érint8je, és az x® (1) vildgvonalat merblegesen
metszik: u,o® (2',2) = 0. Az integréldsi pontot a’'® jeloli, a vesszés absztrakt indexek e pontban jelolik a tenzor
tipusat, amig a vesszétlenek az x® pontban. Ha dz!®, dzf*, dxg jelol 3 egymdstdl linedrisan fliggetlen infinitezimalis
koordindta differencialt a ¥ (1) feliileten, akkor

d¥q = €apeadz’*drsidrl | (89)

ahol €gpcq a 4-dimenzids Levi-Civita szimbdlum, ami teljesen antiszimmetrikus és €p1o03 = 1. Az integrandusban
” ! ! . . ’” 77 7’
szereplé T¥o%1 az energia-impulzus tenzorslirliség:

Tz{)z’l (a:/) =/|g (x’)|TZ6II1 (x’) , (90)

amely az integralasi pontban van kiértékelve. Végiil w” (2) a X (7) feliilet pontjait egy késébbi 7 id8pillanatbeli X (77)
feliilet pontjaiba dtviv6 folyamhoz tarsitott érintévektormezd, /arlnely szintén az integraldsi pontban van kiértékelye. A
(87) és (88) integrandusaiban szerepld mennyiségek koziil 7701 (2') egy (2,0)-tipusi 1-pont tenzorstiriség, w2 (a’)
egy (1,0)-tipusi 1-pont vektormezd, o¥! (z', x) 2-pont vektor-skaldr-mezd, amely (1,0)-tipusi tenzor x*-ban és skaldr
2'%ban (az z® relativ helyvektora a’®-hoz képest), végiil gygé (2, ) egy 2-pont vektor-kovector-mezs, amely (1,0)-
tipusi tenzor z%-ban és (0, 1)-tipust x'%-ban (az 2'*-ban 1év§ vektort parhuzamosan eltolja z* pontba). Ezért példdul
a (87) egyenlet integrandusdban megjelen o¥*...0%» g ’7'“’0“’1 mennyiség egy 2-pont tenzor-tenzorsiirliség, amely
(n + 1, 0)-tipusu tenzor x%-ban és (1,0) tipusi tenzorsurubeg 2’ pontban.

A multipélmomentumokra vonatkoz6 egyenletek szarmaztatdsa az aldbbi tételen alapul (1dsd (5.7) egyenletet [3]-
ban):

D ! ! ! ! !
- o—yl ”.O—yn gy;/ T‘LD'Ll dzz/l — VJE/I (Uyl ._'O—yn gy;)l, T‘LO'Ll) w‘L2 dZZL’/z
ar Js(r) 0 () 0

+ /Z ( )uynﬂvyw (o—yl...gyngygéfrwéwi) %, (91)

ahol D/dr = u°V,.. A jobboldal kiértékeléséhez a o® és g%, bitenzorok kovaridns derivaltjainak z®-ban valé kifejtéseit
kell alkalmazni [aldbbi (93)-(96) formuldk], tovdbb4a az energia-impulzus tenzor négyes divergencidjanak elt{inésébél
szarmazo alabbi kifejezést:

Vo THP =0 . (92)

A derivéltak kiértékeléséhez a kovetkezd kifejtéseket kell alkalmazni: (néhény tovdbbi eredmény [4]-ben taldlhatd):
Uy < 0% + Z k! ay3y2 Y41 gt "'Uyk+l> ) (93)

o

1
Uyl(/)l = 6yl(/)1 - Z k! yl(/)wzn-ykﬂo-m' AL (94)
k=2
b
vxégy;’l = gax’lg x, ( ygbyg o¥ +Z k! FY aby3 yk+2 : 'O'yk+2> ) (95)
vaQy;’l = gaz/l < Rygy2y301/3 +Z k" ’7 ay2y3 'yk+2 O—yk+2> N (96)

Az a, B, v egylitthatok a Riemann tenzortdl és annak kovaridns derivaltjaitdl fiiggenek. Az elsé néhany tag:

1

Yo — __RY
Y1Y293 37" (y2us)yr
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2

Yo — Z pYo
Yiy2ys T 37" (y2ya)yr

Yo —
Oy yaysys = v(yQR y3ya)yr ’
Yo _
Y1Y2Y3Y4 v(yZR y3ya)y1 ’
Yo = lv RYo (97)
YV yry2y3ya 3 (Y3 |y ya)ye

(Vesd 6ssze (94) index lehtizottjat a (85) eredménnyel.)
A multipdlegyenletek szarmaztatdsidhoz elészor kifejtjiikk a (91) egyenlet jobboldaldnak elsd tagjét, alkalmazva (93)-
(96) kifejezéseket:

Y1 Yn YO T THT) xh _ xhxh Y1 Yn Y0 )
\ (a ...o¥"g %T oF ) wrrd¥,, = TrMV (0.0 g 2y ) W 2d¥y

Z(T) =(7)

’ ’ ’ ! ! !
E / wotemtglert L g¥ng?, TNV 4 (oY) w*2dE,, —|—/ oo TN o (gyg/>w$2d2m/2
=(r © =(7) ©
’ ’ ’
= — E / Ui gYemtighett g¥ng?e, g¥, Tr0T 1w 2 dY,,
1 0 2
2(T)

’ ’ ’
+ E E 7ay§ Tzz...zk+1/ 072 ot tgh gt tgtet L gYng” g0, Tr0T w2 d Y,
o =(7) S

1 ’ ’ ’
Yo 23 yY1 Yn q4 r LT 9%
—-R" .., s )0 ooy, g T w2dE,,

2
— 1
! ’
— yo 23 Zk+2 5Y1 Yn g9 T ToTy ,,,To
§ k qrzs.. zk+2/( )U e 07" ...0°"¢g I()g m/lT w dZI/Z
(T

I
MJ

n—1 k+n—1 .
Y1+ Ys—1Ys+1---YnYs¥Yo Ys _ 220 Zk4+1Y1-- Ys—1Ys+1---YnTY0
(—1)" ¢ +§j§ k,am oy (41) ¢
=1 s=1k=2

')

1
_iRyO e ( 1)"+1 {73Y1LYndr +Z klfy q7za s (_1)k+" {780 R 421 YndT

k=2

majd a méasodik tagjat:

!’ ! ’ /
/ DAV (ayl___gyngy;()'r%xl) S, :/ TR In 1y, (Uyl oYn gh0 )dZ ,
%(7) (7)

r ! r
— E / O’yl...O’ys’l(TyS*l...Uy"gygéT%wluy”“Vyn+1 (Uy“)dzzll—i—/ Uyl...Uy"TIOIl’LLy"+1vyn+l (gy26> dzm,l
s=172(7) (1)
n
— E:uys/ O-yl_“Uysflo-ys+1_“a-yngy;/Tx()m/ldzw,l
0
s=1 2(7—)
no>®
_ 2”1 QYs Z2 Zk+1 Y1 Ys—1 4+Ys+1 Yn ~YO z{)mll
g g Y z1<..z;c+1/ o2 . gfkHigh gYsmtg¥tt o g%T d¥y,
s=1k=2 """ ()

1 ’ ’
n 3 n 49
_§R98523u3 /E(T) oBgY oY g 7'3203?1 dXy "+ E k:'u ~Y s _ /(T) ootV gYng %‘7 ZoT1 dzw,l

n k+n 1
— E n=1  ye Y1.Ys—1Ys+1---YnYo _ 21 3Y. 22 Zk+1Y1---Ys—1Ys+1---YnYo
— (_1) U cp s s+ n A — ;1..<Zk+1p +1Y1 s—1Ys+ n
s=1 s=1k=2
1 k+n
_ - pYo r n+1 pF3YL-Ynd T Y0 23... 2k 42Y1---Yng
2R =t (—1) " + T 4V arzszgLP o
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Végiil a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk [4]:

n

D 1
%pyl-wynyﬂ — E (tyl-~~ys—lys+1---ynysy0 _uyszjyl---ys—1y5+1>--yny0)+§Ry0qrzs (p23y1--~ynqur_|_t23y1---ynqr)
s=1
Z"" (-1 Z" n
+ _ O‘y;z . tZ2~uzk+1y1~~ysflys+1-~~yn'ry0+E w?t yzs . p22m21«+1y1~»ys—1ys+1mynyo
| 2 Zk+1 1---Zk+1
k=2 ! s=1 s=1
Yo T 23 Zk+2Y1---Ynq 23...Zk4+2Y1---Ynqr
Y asa (W7D nd 4t n )} . (98)

Ez az egyenletrendszer nem zart, a t¥2--¥»+1%0%1 momentumokra nincsenek fejlédési egyenletek.

C. Geodetikus egyenlet

Az el6z6 alfejezetben szarmaztatott (98)-as egyenletrendszert vizsgaljuk o®-ban nulladrendben, vagyis minden tagot
elhanyagolunk, amiben o megjelenik. A nem azonosan nulla egyenleteket (98) n =0 és n = 1 esetei adjdk:

D(l
P

7 , 100 = yopt (99)

A momentumok végtelen sordnak csonkitdsa kovetkeztében a mésodik egyenlet megadja a t*® momentumot az u®
és p® fiiggvényében. Mivel 1% = 0, kovetkezik, hogy ul*p? = 0, amibél pedig p® = mu®, ahol m = —u.p® (a test
sajatrendszerében mért tomege). Ezeket felhasznélva, az elsé egyenlet u,-val torténé kontrakcidja adja, hogy

Dm

— =0 100
dr ’ (100)
ami pedig a
Du®
=0 101
dr (101)

geodetikus egyenlethez vezet. Tehdt a tomeges probatestek mozgdsdra vonatkozo geodetikus egyenlet az energia-
impulzus tenzor négyes divergencidjinak eltinésébdl kovetkezik.

D. Mathisson—Papapetrou—Dixon-egyenletek

Kovetkez8 1épésben a (98)-as egyenletrendszert o®-ban elsérendben vizsgdljuk. Ekkor minden olyan tagot el-
hanyagolunk, amely o®-ban négyzetes vagy magasabb rend{i. A nem azonosan nulla egyenleteket (98) n =0, n =1
és n = 2 esetei adjdk. Tekintsiik elészor az n = 2-6t, ekkor (98) az aldbbira egyszer{isodik:

$e)a — g (bye)a (102)

Ez megadja t(t9)9-t u® és po® fiiggvényében. Az n = l-re pedig kapjuk, hogy

pra b b
—_ =" e, 103
i u’p (103)

Mivel t*%-re nem lesz fejlédési egyenletiink, gy zart rendszert csak a fenti kifejezés antiszimmetrikus részébél
remélhetiink, hiszen t[*? = 0. Bevezetve S*® = 2pl*@l-t (103) adja, hogy

Dsab

= prub — pPul . (104)

Végiil n = 0-ra (98) az aldbbiva vélik:

Dy 1
o = SR (P ) (105)




13

Mivel ¢4 = 0, fgy Raepat®® /2 = 0, amit hozzdadva a jobboldalhoz és felhasznalva (102)-6t:
Dpa 1 a C C 1 a C C
e §R ' bd (pd ub 4t )b) = §R ' bd (pd ub + 2ulp )b) (106)
lesz. A jobboldalt az aldbbi médon alakithatjuk tovabb:
Rabcd (pdbuc + udpbc + ubpdc) = (Rabcd + Radbc + Racbd) pdbuc _Racdb <2p[db]> u’ ) (107)
ahol a méasodik egyenldségnél az

Rabcd + Radbc + Racdb =0
azonossagot hasznaltuk.

Osszefoglalva az eredményeket, végiil a Mathisson—Papapetrou—Dixon-egyenletekhez (MPD-egyenletek) jutunk [3,
10-14):
Dpa 1 a C a
=5k L qub Sl = F (108)
D ab
) _ paub o pbua .
dr

(109)
Ez az egyenletrendszer sem zart, mert nem tudjuk u® kapcsolatat p®-val, illetve S%-vel. A (109) egyenlet up-vel vald
kontrakcidja:

Dsab
dr ’

% = mu® —uy

(110)
ahol m = —u,p®, ami az u® négyessebességgel mozgd megfigyel6 nyugalmi rendszerében mért tomege a testnek. A
(110) kifejezést visszahelyettesitve (109)-be kapjuk, hogy
Dsab u DSbC DSeac
dr =Uu UC? —uc?ub (111)
(Papapetrou ebben a formaban kapta meg a spintenzor mozgdsegyenletét [11].)

E. Mathisson—Papapetrou—Dixon-egyenletek a Frenkel-Mathisson-Pirani spin-mellékfeltétellel

A Frenkel-Mathisson-Pirani (FMP) spin-mellékfeltétel [10, 15, 16]:

U S =0,

(112)
amit felhasznalva (110) az aldbbi alakba {rhaté:

p* = mu® + S?ay, ,

(113)
ahol a® = Du®/dr. A (112) mellékfeltétellel két integréldsi konstans szdrmaztathaté az MPD-egyenletekbél ([17]).
Az egyiket a (109) egyenlet S,p-vel torténd kontrakcidja adja:

D
= (8,9 =0. 114
D (5.5) (114)
A masikat pedig a kévetkez6 szdmolds:
dm D a Dp* oDPuqs 1 b eed
= _ o = Uy —— = _Ro S¢ a_aa
dr dr (uap”) Yoo TP ar 2 bed Yo = P70
DSeb DS D
= —mua, + Uplg——— = UpQy——— = fS“baaﬂ =—5%g,a, =0 .
dr dr dr

(115)
Ebbél a levezetéshbél az is kovetkezik, hogy p®a, = 0.
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A spin-mellékfeltétel a spintenzor fiiggetlen komponenseinek szamat haromra csokkenti, amelyek paraméterezésére
érdemes bevezetni egy u“-ra merdleges spinvektort [17]:

1
st = —§n“b°dubScd , (116)

ahol 7Ngpeq @ 4-dimenzids Levi-Civita tenzor, ami teljesen antiszimmetrikus és 1g123 = 1/—g. Az inverz kifejezés

S§b = pa cd“ cgd (117)
ami az
Nabean)™™ = —481.64 = 2 (056% — 556%) (118)
azonossagbol kovetkezik, hiszen
1 1
—§nefabuf5ab = —277 nabcdufu s? ((5d(5f (5555) ufucsd =s°. (119)

A (114) mozgéaséllandé a spinvektor hosszabdl is szamolhaté [17]:
545 ,5 aS . (120)

Figyelembe véve, hogy s,9% = 0, a (113) egyenlet s,-val valé kontrakciéja mutatja, hogy s,p® = 0.
Az s kovaridns derivaltja az =% (1) mentén:

Ds® 1 wpede Duy 1 oy DSea 1 e . 1 e
T = S = o™ = = = o eaepusT ap — S (petta — pavc)
= (628% — 6900) utsap = (620% — 6500) usTap = utaps”
vagyis [17]
D a
dj = uaps’ . (121)

Megmutatjuk, hogy létezik egy egyértelmii formula a gyorsulas kifejezésére. Az s* meréleges mind p®-ra és u®-ra,
tovabba a® meréleges u-ra és p®-ra. Az a® felbonthaté az s* spinvektorral parhuzamos és arra mero6leges kompo-
nensekre, tovibbd mindkét komponens merdleges kell legyen u®-ra és p®-ra, igy

= As® + Bn®“uyp.sy = As® — BSp, (122)

alakid. Az A egylitthaté ennek a kifejezésnek s,-val torténd kontrakciéjabol szamolhaté. Ezt a kontrakeiét a (113)
derivaltjanak segitségével allithatjuk elé:

Dp*® Du® DS Day,
— = + + 5,80 ==

dr g TR T dr

ahol felhasznaltuk, hogy a;, DS /dr = 0 (ami kévetkezik (109)-bél, hiszen u®a, = p%a, = 0), illetve 5,5 = 0-4t. A
(108) mozgasegyenletbdl pedig adddik, hogy

Sa = msqaa® (123)

b b
Spa 1 Dp? spF
L et A i (124)
5459 msdsd dr msdsd
A B egyititthaté a (122) kifejezés naijkuipjsk = —S,pF-val torténd kontrakcidja adja, hiszen
Sarp*a® = —a“naijeu’'p’ s = —Bn*naijrupesqu’p’ s* = — By napequjprsiu®p©s?

- B (5555(53 + 675k 6L + 516k sL — 510kl — 51 6ksL — 5&555@) wipsiubp©st
= B (M2 — m2) sas? |
ahol a

~abedt] ™ = 657,5500) = 6020 + 840,5, + 61035, — 610,6, — 6050, — 5,0 (125)
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azonossagot hasznéltuk és a
pap” = —M?* (126)

definiciét. Masfeldl az Sarp*a® kifejezés szamolhat6 (113)-bdl is

P*Sara® = —p"Sipa® = —p* (pk — mur) = M? —m? . (127)
Ezért
| P (128)
T oggs?
Végiil pedig kapjuk, hogy [18]
1 bR
a® = da (8 bsa —pr“b> . (129)
sdsq \ m

Ez az egyenlet egyiitt a (113) kifejezéssel egy sebesség-momentum reldciéhoz vezet, hiszen

Sab CFC i SabS . c
p* =mu® + — (S Sy — p°Sbc) =mu® — ——— beP , (130)
S%Sq m S$7Sq
ami dtrendezve [19]
" u SabSbcpc
mu- =p —+ QSTS’EJC . (131)

Az {x“, pe, S“b} |-, kezdeti értékek halmazaval az MPD egyenleteknek egyértelmli megolddsa létezik az FMP spin-
mellékfeltétellel. Erdemes megemliteni azonban, hogy (131) tetszSleges p® és S esetén nem feltétleniil eredményezi
az ua S = 0 spin-mellékfeltétel teljesiilését. Ahhoz, hogy az u,S® = 0 feltételt automatikusan teljesitsiik, érdemes
a kezdeti feltételek halmazat {xa, m,u®, Sab} |, -nek valasztani. Azonban a kezdeti feltételeknek a {:z:a,p“, Sab} l7im
halmaza nem invertdlhaté az {xa,m,u“,S“b} |-, halmazra amiatt, hogy (113) tartalmazza az a® gyorsuldst. Az
egyértelmii megoldashoz az {x“, m,u®, S, aa} | -,,, halmazt sziikséges megadni [19]. Ha csupdn az {x“, m,u?, Sab} Tin
értékeket rogzitjiik, akkor kaphatunk egy nem-helikdlis palyat és végtelen sok helikdlisat az a® kiilonboz6 kezdeti
értékeire.

IV. FORGO FEKETE LYUK TERIDOK, A SZTATIKUS ES EGYUTTMOZGO MEGFIGYELO
RENDSZEREI

A. Forgoé fekete lyuk téridék

Altaldnos relativitaselméletben a vakuum fekete lyuk térid6k szingularitdst tartalmaznak. (Az aszimptétikusan sik
és gombszimmetrikus téridé a Schwarzschild-térids.) Bardeen vetette fel elészor annak lehetéségét, hogy bizonyos
anyagi mezdk jelenléte esetén a fekete lyuk szingularitds mentes, vagyis reguldris lehet [20]. Azonban, hogy milyen
anyagi mezok esetén valésul meg a regularitas sokdig tisztazatlan maradt. Kideriilt, hogy bizonyos nem-lineéris elek-
trodinamika esetén a Lagrange-siiriiség elvezet az Einstein-egyenletek jobboldaldn megjelend, a Bardeen metrikahoz
sziikséges energia-impulzus tenzorhoz [21]. E nem-linedris elektrodinamikdban mégneses monopdlusok jelennek meg,
és a Bardeen-téridét a magneses monopoélus kortli téridoként sikertilt interpretalni. Késobb mésok, példaul Hayward
is felvetett reguldris fekete lyukat tartalmazé téridét [22], aminek hasonlé interpretaciét lehetett adni [23]. A Bardeen,
illetve a Hayward téridék nem-forgd fekete lyukakat tartalmaztak. Ezt a képet a fekete lyuk forgasanak figyelembe
vételével nemrégiben sikeriilt dltaldnositani [24].

A tekintetbe vett térid6 csaldd ivelemnégyzete a t, r, 6, ¢ Boyer-Lindquist-koordindtdkban [24, 25]:

A — a?sin? Hdt2 _ 2aB sin? 0

ds* = —
5 5 5

dtde + %er +2d6? + gsnﬂ 0de? (132)
ahol

Y=r’4+a%cos?’, A=r’+a®>-2[u+a(r)r, B=r*+ad* - A, A:(r2+a2)2—AaQSin29. (133)
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A 1 és a jelolik a tomeg, illetve a forgdsi paramétereket. Az {velemnégyzet az o (r) = O-ra a Kerr-téridét adja [25],
amely esemény horizont jelenlétében a forgd, aszimptétikusan sik, vakuum fekete lyuk téridejét irja le. Nem vakuum
esetben, nem-linedris elektrodinamikai mezd jelenlétében:

HemT”
(" + a)

a(r) = ) (134)

ahol

3
Hem = qﬂ
o
az elektromégnesesen indukdlt ADM tomeg. A o paraméter a nem-linedris elektrodinamikai mezd erdsségét
szabdlyozza, amelynek dimenzidja hosszisdgnégyzet, ¢, ardnyos a magneses toltéssel (14sd [23]) és a hatvanyok:
v =3, v = 2 Bardeen-szerii és v = 3, v = 3 Hayward-szer1 téridokre.
A staciondrius hatérfeliileteket*

gt =0 & A—a’sin?0 =0 (135)
egyenletek jelolik ki. Az esemény horizontokat® pedig a
g =0« A=0 (136)

feltétel adja.
Kerr-téridére (amikor pien, = 0) az a/p < 1 teljesiilése esetén két esemény horizont és két stacionarius hatérfeliilet

van, amelyek helyzeteit
2
ISt g4 1—%(:0529, (137)
2 Iz

2
M g4 1% (138)
p p

illetve

adjak. Az rgy és rp4 kozotti régiot ergoszféranak nevezik. A Kerr-térid6 struktirajat a 3. abra mutatja.

A (113) ivelemnégyzettel jellemzett téridé szingularitds mentes, ha =0 és v > 3. A 4. dbrdn az a és ¢ = g/ tlem
paraméter térben a sotétitett régiék mutatjak Bardeen és Hayward esetekben, hogy a térid6 mikor ir le forgd, reguldris
fekete lyukat. A vildgos régiékban nincs esemény horizont.

B. Sztatikus megfigyel6 rendszere

A sztatikus megfigyelOk négyessebessége:

1
u = —
(50) vV — Yt

A sztatikus megfigyel6k csaladja az ergoszféran kiviil létezik, ahol gy < 0. Tekintsiik a kovetkezo vektornégyest:

- /A Oy 1 [aBsin® =Gzt
€ = U(SO) , €1 = Zar , €2 = \/i , €3 = \/Z <Z@8t sind 8¢, . (140)

o, . (139)

4 Staciondrius hatarfeliiletek mentén a feketelyuk forgasival ellentétes irdnyban r =konst., & =konst. mentén kiildott fény palyajira
de¢/dt = 0 teljesiil.

5 A vizsgalt téridS csalddban az eseményhorizontok olyan fényszerti hiperfeliiletek, amelyeket az f (r) = 0 egyenlet definidl. Ez a feliilet,
akkor fényszerii, ha a normélisa n, = 9, f teljesiti a g*®nany, = g™ n,n, = g7 (O, f)% = 0 feltételt, ami a (136)-hoz vezet.
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. surface (infinite
Event horizon r=7" redshift surface) S*
—— \
TN .
1
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FIG. 3: A Kerr-térid6 struktiraja: a legbelsd hulldmos vonal a gyfirii szingularitds (“ring singularity”) helyzetét mutatja, majd
kifelé haladva a belsd staciondris hatdrfelilletet (“inner stationary limit surface”, ezt bels6 végtelen voroseltoldddsi feliletnek
is nevezik “inner infinite redshift surface” S7) latjuk, utdna a belsé esemény horizontot (“inner event horizon” r = r~), majd
a kiilsé esemény horizontot (“outer event horizon” r = r*), végiil a kiils6 staciondrius hatérfeliiletet (“outer stationary limit
surface”, vagy kiilsé végtelen voroseltolédasi feliilet “outer infinite redshift surface” ST). A kiilsS stacionarius hatérfeliilet és a
kiilsé esemény horizont kozotti sotétitett régié az ergoszféra (“ergosphere”). [26]

Ezek egymésra paronként merélegesek és hosszaik egységre (+1-re) normadltak:
JabChCB = AB (141)

ahol nap = diag (—1,1,1,1) a Minkowski-térid§ metrikus tenzora, és A, B = {0, ..,3}. Tovédbb4 egyszer(i szdmoldssal
adddik, hogy

gab = nABeaAe% , (142)

ahol 7B az nap inverze. Az ilyen tulajdonsidgokkal rendelkezd vektornégyest tetradnak nevezziik. A vastag betiikkel
szedett indexeket tetrad indexeknek hivjuk. Jelen esetben a fenti tetrad szolgaltatja a sztatikus megfigyel6 rendszerét.
E rendszerben tetszoleges V' vektor felirhato a tetradbeli vektorok linearis kombinacidjaként

V =V, =Vhex (143)

alakban. A koordindta és a tetrad bézira vett komponensek kozotti relacié:
Ve =Vheq . (144)

A (140) négy vektoranak e® dudlis vektorait az alabbi egyenlet definidlja:

caes =08 (145)
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FIG. 4: A baloldalon a Bardeen-szerii, a jobboldalon a Hayward-szeri téridék lathaték. Itt a p tomegparaméter, igy a téridék
reguldrisak mindkét esetben. Az a és ¢ = gm/pem paraméter térben a sotétitett régick mutatjik, hogy a téridék mikor {rnak
le forgd, reguldris fekete lyukat. A vildgos régickban nem jelenik meg esemény horizont. (Az dbran lathaté jelolésben a p nem
a tomegparamétert, hanem a (= p) kitevét jelenti.) [24]

amit az
el = 1B gael (146)

vektorok (141) miatt teljesitenek. Igy kapjuk, hogy

Bsin? 0 b)) vVAsin @
O = gndt + L T s el = [ Zdr, 2= VEdo, 3 = Y2 s 147
SRSV TR Vo o

Egyenes szamolassal belathatd, hogy
ab = TIABELEL . (148)
A (141) kifejezés inverz reldcidja pedig:

e =naBg’ep . (149)

C. Tetszlleges vildgvonalon mozgd megfigyel6 rendszere

Ha egy téridén mar ismeriink egy tetrad mezét, vagyis valamilyen megfigyel6 csalad rendszerét méar meghataroztuk,
akkor egy mésik, az el6z6 rendszerhez képest mozgd megfigyel6 rendszere Lorentz-transzformécioval kaphaté meg,
alkalmazva a megfelelé “boost”-transzformaciot. Legyen a maésik megfigyel6 négyessebessége u, ekkor az alkalmas
Lorentz-traszformacié a kévetkezd tetrdadot eredményezi:

Eo(e,u) =u=T(g)(e0 +V) ,

U - eq
E, (e,u) = ey + Tl—‘(s) (u + U(SO)) . (150)

Itt @ = {1,2,3}, v a sztatikus megfigyel§ rendszerében a hozzd képest mozgd megfigyeld térbeli (3-as) sebessége
(v-eg=0):

v = F(_Sl)u —U(50) » (151)
a Lorentz-faktor pedig:

F(S) = —U- U(SO) . (152)
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A vektorok kozdtti pont a belsé szorzatot jeloli: W -V = g (W, V) = g,WV? tetszéleges W-re és V-re. Az inverz
transzformécio:

eo = I'(s) (Eo (e,u) +w) ,

Uso) - E, (6, U)

eo = E, (e, u) +
(e;u) 1+ T

(v +us0)) (153)

ahol

w=wE, (e,u) = F(_Sl)u(so) —u, (154)

az u négyesebességgel mozgd megfigyeld rendszerében a sztatikus megfigyeld térbeli (3-as) sebessége (w- FEq (e, u) = 0).

V. KITERJEDT PROBA TEST SAJATPERDULETENEK FEJLODESEGYENLETE AZ
EGYUTTMOZGO RENDSZERBEN

Az egylittmozgé rendszer a kiterjedt test reprezentativ vildgvonaldn haladé megfigyelét jelenti. Lattuk, hogy az
FMP spin-mellékfeltétellel az s* spinvektor merdleges e vildgvonalra. Ebben a fejezetben meghatarozzuk a spinvektor
tetrdd komponenseire vonatkozé mozgédsegyenletet. Jelolés roviditésként elhagyjuk az (e,u) argumentumot az Fa
tetrad kifejezésében. fgy a spinvektor:

s=5%E, , (155)

ahol a = {1,2,3}, hiszen s° = 0. Az FE;, Es, E3 vektorhdrmasra tridadként, amig s®-kra tridd komponensekként
hivatkozunk.
A spinvektor u integralgérbéje menti kovaridns derivéltja:

Ds  ds® DE
- _ E, o « 156
dr dr +e dr (156)
Mivel a tetrdd vektorok egymaésra paronként merolegesek
DEg DEA
Ea - = _Fnp- 157
AT Tdr B T (157)
ha A # B, a normaltsidgbdl pedig adédik, hogy
DE
Ex =2 =0. (158)
dr
Az E, vektor derivéltja a kovetkezéképpen irhato:
DE, DE, DE, DEy
=—|Ey-—— | E Ey - E Es-—— | E5 . 159
dr (0d7>0+(2d7)2+(3d7)3 (159)
Az elsé tag az Eg - Eg = —1 normélas miatt kap negativ eléjelet, amig a tobbi tag pozitivat az E, - E, = 1 miatt.
Bevezetve az
DE, DE,
03 =E,- =—FE - : 160
2 dr Ydr (160)
DE, DE;3
0% =-E3- =FE; - 161
3 Tar Y ar (161)
jeloléseket kapjuk, hogy
DFE DE
L By T2 ) Eo + Q3%F, — O%E5 . (162)
dr dr
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Hasonléan az E5 derivaltja felbonthat6, mint

DE2 .DE2 DE2 DE2
=—|(Ep- E Eq - E Eg - Es . 1
dr (0 d7'> O+<1 dr) 1+<3 dT) 3 (163)
Bevezetve az
DE, DE35
O = E.- = —Fo- 164
3 ar 2 ar (164)

jelolést kapjuk, hogy

DE DE
2 _ (Eo ) 2
dr

) Eo—Q3FL + Q'E;5 . (165)
dr

Az E3 vektor derivaltja pedig:

DE3 - .DE3 DE3 DE3
i (EO I > Fo + (El . dT) Fi+ (Ez . dT) Es (166)
avagy
DE. DE.
dT3 - _ (Eo ) 73) Eo+ O2E; — QYE, . (167)

Osszefoglalva, az E,, u-integralgérbe menti kovaridns derivaltja kifejezhets, mint:

DE DE
< = <E0- a)Eo—l—Qan, (168)
dr T

ahol Q a szogsebességvektor

Q=Q%, (169)
az aldbbi tridd komponensekkel:

DEo DE;3
O = E.. - = _FE - 170
3 dr 2 dr ) ( )

DE; DEs
02 = _F.. . 171
3 dr Yoar (171)

DE DE
QP =Fy, =L =_F —2. (172)

dr dr

A keresztszorzat (168)-ban a 3-dimenzids Euklideszi térben valé vektoridlis szorzatot jelenti:

QX Eq=—¢,,VE, . (173)
Itte, 57 a 3-dimenziés Euklideszi térbeli Levi-Civita szimbdélum, amelynek tridd indexei a 3-dimenziés Kronecker-é-val
vannak le-, illetve felhtizva. A Levi-Civita szimbSlummal (170)-(172) egyenletek az aldbbi dsszefoglalé alakba frhaték:

1 DE,

0 = ——*PTE, . 174
28 b ar (174)
A (157) Gsszefliggés miatt az elsé tag (168)-ban:
DE,
Eo- =% = —Eq-a, (175)
ahol a jeloli a gyorsulds vektort: a = DEq/dr. Igy a (156) egyenlet az aldbbi alakot 6lti:
Ds ds® o
E = (dT +e ﬁ79ﬂ87> Ea + (S . a) Eg . (176)
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Végiil felhasznélva a (121) spin egyenletet a kovetkezdre jutunk:

ds® a OB —
?-Fsﬁ,y sT=0. (177)
Ennek megfelel6 spin egyenletet abban az esetben, amikor a gyorsulas eltiinik, vagyis amikor a prébatest geode-
tikuson mozog és a spinvektor a geodetikus mentén parhuzamosan eltolt, a [27] referencidban szdrmaztattak. Sajat
perdiilettel rendlekezé test esetében ez a kozelités csak kis spin nagysag esetén, illetve kozel sik téridoben érvényes.
Itt, illetve [28]-ban a [27] referencia egyenletét altaldnositottuk arra az esetre, amikor az MPD egyenletben a térid6
gorbiileti és spin jarulékai nem hanyagolhatdk el. Fekete lyuk kozelében mar viszonylag kis spin esetén is fontosak
ezek a jariulékok [28]. A jegyzetben az FMP spin-mellékfeltételt haszndltuk. Az irodalomban azonban més spin-
mellékfeltételek is gyakran haszndlatosak, kiilonosképpen a Tulczyjew-Dizon [2, 3]. A [28] referencidban a fenti
targyaldst a Tulczyjew-Dixon spin-mellékfeltételre is elvégeztitk. Abban az esetben a (168) egyenletben tovébbi kor-
rekcio jelenik meg.

A. A spinvektor derékszogii tridd komponenseinek fejlédésegyenlete

Az el6zbekben gombi polar tridd-vektorokat hasznéltunk, hiszen F,-kat a sztatikus megfigyel6k (140)-beli gdmbi
polar tetrad vektoraibdl allitottuk el§ a (150) boost-transtformécié segitségével. Ezért a tér kiilonb6z6 pontjaiban
E -k kiilonboznek egymastdl, ahogy a gombi polarkoordindtarendszer érint6é vektorai is. Ezért a test mozgdsa soran
az E, tridd bazis valtozik, amit figyelembe kell venni a spin vektor valédi megvaltozasdnak meghatérozasaban. Egy
médszert erre [27]-ben javasoltak, ahol a sztatikus megfigyel6 nyugalmi rendszerében az (eq, ez, eg) gémbi polar tridd
helyett egy (ex, ey, ;) Descartes-szerii triadot vezettek be a kovetkezd relacidval:

(61762563) = (ex76y7€z)R ) (178)
ahol az R forgds matrix:
sinf cos ¢ cosfcosp —sing
R(0,¢) = | sinfsing cosfsing cos¢ . (179)

cos —sinf 0

Ez ugyanaz a forgds matrix mint, ami Osszekapcsolja a 3-dimenziés Euklideszi térbeli Descartes és gombi polar
koordindtarendszerek érintévektorait. A boost-transzformacié és a térbeli forgatds egymassal felcserélhetd. Ezért az
(e1,€2,e3), illetve az (ex, ey, €,) triddokat az egyiittmozgd rendszerbe boostolva a kovetkezéhoéz jutunk:

(Ex, B2, E3) (¢,u) = (Ex, Ey, E;) (¢e,u) R . (180)

Itt (Ex, Ey, E,) az (ex, ey, €;) tridd boostoltja.
A spinvektor kifejtheté a Descartes-szerii tridd bézisban is

s=sFE;, (181)
ahol i = {x,y,z}. A spinvektor Descartes-szerii tridd komponenseire vonatkozé fejlédésegyenlet [27, 28]:

dst

_ i _a B
E =—R of ﬁ’YQ(prec)S’y . (182)
Itt Q?prec) a precessziés szogsebesség®:
Q(Bprec) = 7Q(ﬂo7’b) + QB ’ (183)
ahol Q’?OTb)—ot az alabbi egyenlet definialja
AR}
-1\« B «
(B)" 5= = %6 %om,) - (184)

B

6 Megjegyezziik, hogy Q<prec)

definicidja eléjelben kiilonbozik [27] referenciaétol.
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B. Numerikus vizsgédlat

Az FMP spin-mellékfeltétel esetén végtelen sok helikalis palya adodhat a test jellemzésre. A pélya érintévektora
megjelenik a spin precesszids egyenletekben az Ea-kon, illetve annak derivaltjain keresztiil. Ezért a helikalis palydk
mentén a spinvektor irdnya nagyon komplikdlt mozgast frhat le, ami azonban a reprezentativ pélya csavarodasahoz
kapcsolédik és nem a spintengely valddi elforduldsahoz. Azért, hogy a spintengely mozgasat a lehetd legegyszeriibben
irjuk le a test reprezentalashoz nem-helikalis palydkat célszer(i valasztani. Nincs altaldnos méd arra, hogy hogyan lehet
nem-helikalis pélyat valasztani. Ha megadtuk az {z® m,u®, S} |, értékeket, akkor még az a® kezdeti gyorsuldst
kellene tgy rogziteni, hogy a pélya ne helikélis legyen. Egy javaslat erre [29]:

F
P* = mu® 4+ St (185)
m

ekkor (117)-en és (129)-en keresztiil mar kévetkezik a® is. A fenti feltétellel a® o« F'*/m spinben vezet$ rendben,
ami plauzibilis nem-helikalis palyara, mert a® oc O (s™!) teljesiil helikalisra. A (185) feltételt nem lehet kényszerként
kiréni a teljes evolicié sordn, mert nem konzisztens a fejlédési egyenletekkel. A kezdeti feltételekre azonban kiréhatd
[28].

A kezdeti spin vektort a boostolt Descartes-szerii rendszerben adjuk meg:

s=5F(eu) , (186)
ahol

st = [s] (cos (b(s) sinH(S),sin¢(S) sin H(S),cos H(S)) . (187)

Tehat a kezdeti spint annak nagysaga |s|, illetve 0(5) és @) szogekkel jellemzett irdnya rogziti.
A test palyajanak jellemzésére bevezetiink egy kinematikai mennyiséget a kovetkezd definiciéval:

RxV
=" 188
IR x V| (188)
ahol x a 3-dimenzidés Euklideszi térbeli keresztszorzat, R a helyvektor:
Rf=z,RM=y, RP==z, (189)
és V egy térbeli sebességvektor”
dx dy dz
Vi=e—  V¥=—= VZi=_—. 190
dr’ dr’ dr (190)

A nevez6ben 1év abszolut érték a szdmldlé “Fuklideszi” hosszat jeloli. Mivel a téridé aszimptotikusan sik, ezért a
térbeli végtelenben {1 egybeesik a palya-impulzusmomentum irdnyéval.

A numerikus példdban egy spines test mozgasat kovetjiik nyomon forgé Kerr fekete lyuk koril. Az 5. abréan
gbmbszeri palyakat mutatunk. A felsd sorban fekete vonallal a test tomegkozéppontjanak palyajat latjuk az

r=rcos¢sing , y=rsin¢gsinf , z =rcosf (191)

koordinatatérben. A test kezdeti és végsé helyzeteit zold, illetve voros pottyok jelzik. A kezdeti helyzet az egyenlitéi
sikban taldlhaté: 6 (0) = 7/2, 7(0) = 8u, ¢(0) = 0. A kozponti kék felillet a fekete lyuk ergoszférajanak kiils6
hatdrat dbrézolja. Az oszlopokban balrdl jobbra az |s| /um spin nagysdg 0.01, 0.1, illetve 0.9, a tobbi kezdeti érték
azonban ugyanaz. Kis spin nagysdgra a péalya gombi (7 = 0) és reprodukélja a 3. dbrat [27]-ben. Magasabb spin
nagysdgra (masodik és harmadik oszlop) a pélya egyre kevésbé lesz gombi, de 7 < 1, igy azok gdmbszerliek. A
maésodik sorban, a megfelel$ palyak alatt lilds gobmbokon a palya irdanyitottsagat meghatarozé kinematikai mennyiség
fejlédését abrézoltuk. A vektor kezdeti és végsé iranyait lila és fekete nyilak mutatjak. E vektor fejlédésébdl tisztan
l4atszik, hogy a spin nagysdg hatdssal van a test palydjara. A harmadik sor zoldes gémbokoén a spin irdnyanak

7 Megjegyezziik, hogy a (190) definiciéban tetszSleges idSszerti paramétert hasznalhatunk a (188)-ban megjelené norméalds miatt.
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fejlédését mutatja a boostolt sztatikus megfigyelé rendszerében. A kezdeti és végs6 spin iranyokat a zold és kék
nyilak mutatjdk. A negyedik és 6t6dik sorok abrazoljdk az Q?brec) (e,u) spin precessziGs szogsebesség fejlodését. A
negyedik sorban révidebb, amig az 6t6dik sorban hosszabb id6skélan latjuk ezt. Kis spin nagysdgra |s| /um = 0.01
a szogsebesség komponensei egyszerii oszcillaciét mutatnak, amig nagyobb spinekre egy amplitudé modulacié jelenik
meg. Az amplitudé modulacié az 7 # 0 miatt 1ép fel az utolsé két oszlopban.

Tovabbi analitikus és numerikus vizsgdlatok [28]-ban taldlhatok.

VI. KOSZONETNYILVANITAS

Az Emberi Eréforrasok Minisztériuma UNKP-18-4 kédszami Uj Nemzeti Kivalosag programjanak tdmogatasival
készilt.
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FIG. 5: Spines test fejlédése gombszerii palydkon Kerr fekete lyuk koriil, amelynek forgasi paramétere a = 0.5u. Balrdl
jobbra az oszlopokban a spin nagysiga novekszik: |s| /um = 0.01, 0.1 és 0.9. A sorok a kovetkez6t mutatjdk: 1. a pélya
az (x/u,y/p,z/u) koordindtatérben (kék feliilet az ergoszférdt jeloli, amig a test kezdeti és végsd helyzeteit zold, illetve voros
pottyok), 2. a pillanatnyi pélya sik irdnyitottsdga i (kezdeti és végsd helyzeteket lila, illetve fekete nyilak jelolik), 3. egység
spinvektor a boosztolt sztatikus megfigyeld rendszerében (kezdeti és végsd spin irdnyokat zold, illetve kék nyilak reprezentéljdk),
4. & 5. Q.. (e,u) rovidebb, illetve hosszabb idéskdldkon. A test kezdeti helyzete: r(0) = 8u, 0(0) = 7/2 és ¢(0) = 0.
A kezdeti spinvektor irdnya: 6(%) (0) = 7/2 és &) (0), amely a kovetkezd Boyer-Lindquist komponenseket eredményezi:
s"(0) /|s| = 0.8682, us’ (0) /|s| = 0 és us® (0) / |s| = 0. [28]



