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A pontszerű tömeges próbatest geodetikus pályát követ görbült téridőben. A kiterjedt forgó test
pályája azonban eltér a geodetikustól, ha a téridő görbület, illetve a spin nagysága számottevő.
A szemináriumon először a speciális relativitáselméletben származtatjuk a spinnel rendlekező test
mozgását meghatározó egyenletrendszert, majd pedig az általános relativitáselméletben, eljutva a
Mathisson–Papapetrou–Dixon-egyenletekhez. A levezetés során áttekintjük a szükséges matematikai
eszközöket. A Mathisson–Papapetrou–Dixon-egyenletek a test reprezentat́ıv pontját meghatározó
spin mellékfeltétellel záródnak. A spinvektort a Frenkel–Mathisson–Pirani mellékfeltétel esetén
vezetjük be, majd származtatjuk annak fejlődésegyenletét a test sajátrendszerében. Végül ezeket
az egyenleteket numerikus vizsgálatokban alkalmazzuk.

I. BEVEZETÉS

A sajátperdülettel rendelkező testet kitöltő anyag energia-impulzus tenzorát Tab-vel jelöljük, ennek négyes diver-
genciája eltűnik:

∇aTab = 0 . (1)

Egy pontszerű test a téridőben egy világvonalat határoz meg, egy kiterjedt test pontainak összessége pedig egy
világcsövet, ahogy az az 1. ábrán látható. A multipól közeĺıtés ötlete az, hogy a kiterjedt test világcsövét egy
reprezentat́ıv világvonalra, az energia-impulzus tenzort pedig multipólmomentumok végtelen sorára cseréljük a test
fejlődésének léırásában.

FIG. 1: Baloldalon a test pontjainak téridőbeli mozgása során kirajzolt világcső látható. A test energia-impulzus tenzora
ebben a világcsőben különbözik zérustól. A világcsövet a baloldalon látható reprezentat́ıv világvonalra cseréljük, amı́g az
energia-impulzus tenzort multipól momentumoknak végtelen sorára. [1]

II. SAJÁTPERDÜLETTEL RENDELKEZŐ PRÓBATEST MOZGÁSEGYENLETE A SPECIÁLIS
RELATIVITÁSELMÉLETBEN

Speciális relativitáselméletben az impulzus és a spintenzor (ezek a legacsonyabb rendű momentumok) defińıciói:

pa =

∫
Σ(τ)

T ac
(
xd
)
dΣc , (2)

illetve

Sab = 2

∫
Σ(τ)

[
x[a − z[a (τ)

]
T b]c

(
xd
)
dΣc . (3)
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A fenti defińıcióban Minkowski derékszögű koordinátákat használtunk, τ egy időszerű paraméter, a téridőt ∂/∂τ -
ra merőleges Σ (τ) térszerű hiperfelelületek fóliázzák, és dΣc (∝ ∂/∂τ) a térfogatelem Σ (τ)-n. Az integrálás az
xa változóra történik, amı́g za (τ) a test evolúcióját reprezentáló világvonal. Felmerül a kérdés, hogy a (2) és (3)
defińıciókban szereplő tenzorok függenek e a Σ (τ) fóliázás megválasztásától?

Válasszunk ki két hiperfelületet Σ′-t és Σ-t, amelyek az egyszerűség kedvéért nem metszik egymást, a világcső
közéjük eső téridő régióját pedig jelölje Ω. A világcső Σ′ és Σ közötti részének időszerű határán T ab = 0. Ezért a
Gauss-tétel következtében kapjuk, hogy

0 =

∫
Ω

∂bT
abd4x =

∫
Σ

T abdΣb −
∫

Σ′
T abdΣb . (4)

Mivel pa nem függ za (τ)-tól, ez azt jelenti, hogy

dpa

dτ
= 0 . (5)

Továbbá

∂

∂xc

[
x[a − z[a (τ)

]
T b]c =

∂

∂xc
x[aT b]c =

∂x[a

∂xc
T b]c + x[a ∂T

b]c

∂xc
= δ[a

c T
b]c + x[a ∂T

b]c

∂xc
= 0 ,

ı́gy

0 =

∫
Ω

∂

∂xc

{[
x[a − z[a (τ)

]
T b]c

}
d4x =

∫
Σ′

[
x[a − z[a (τ)

]
T b]cdΣc −

∫
Σ

[
x[a − z[a (τ)

]
T b]cdΣc . (6)

Tehát Sab a Σ hiperfelület megválasztásától nem, de za (τ)-n keresztül függ τ -tól. A za-tól függés:

∆Sab = Sab (z2)− Sab (z1) = 2

∫
Σ(τ)

[
x[a − z[a

2 (τ)
]
T b]cdΣc − 2

∫
Σ(τ)

[
x[a − z[a

1 (τ)
]
T b]cdΣc

= 2
[
z

[a
1 (τ)− z[a

2 (τ)
] ∫

Σ(τ)

T b]cdΣc = 2
[
z

[a
1 (τ)− z[a

2 (τ)
]
pb] = −2∆Xcδ[a

c p
b] , (7)

ahol

∆Xa = za2 (τ)− za1 (τ) .

Figyelembe véve, hogy lineáris rendben ∆Xa-ban

∆Sab =
∂Sab

∂zc1
∆Xc , (8)

kapjuk, hogy

∂cS
ab = −2δ[a

c p
b] . (9)

Ezt kontrahálva

uc =
dzc1
dτ

-val (10)

a spintenzor mozgásegyenlete:

dSab

dτ
= uapb − paub . (11)

Összefoglalva, a sajátperdülettel rendelkező test mozgásegyenletrendszere speciális relativitáselméletben:

dpa

dτ
= 0 , (12)

dSab

dτ
= uapb − paub . (13)
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De mi jelöli ki a reprezentat́ıv világvonalat, amelynek az érintője ua? Egy lehetőség erre a Tulczyjew-Dixon [2, 3]
spin-mellékfeltétel:

paS
ab = 0 . (14)

Válasszunk egy olyan koordinátarendszert, amiben pa = Mδa0 alakú, ahol M2 = −papa =konstans. Fóliázzuk a téridőt
az x0 = t =kontans felületekkel. A t időt az a megfigyelő méri, amelynek négyessebessége pa/M . Ezt a rendszert zéró
3-impulzus rendszernek nevezzük. A (3)-as egyenlet a spintenzor defińıciójával együtt eredményezi, hogy

0 = Sα0 = 2

∫
x0=konst

[
x[α − z[α (τ)

]
T 0]0dx1dx2dx3 , (15)

ahol α = 1, 2, 3. Mivel

2x[αT 0]0 = xαT 00 − tTα0 , 2z[αT 0]0 = zα (t)T 00 − tTα0 , (16)

ı́gy ∫
x0=konst

xαT 00dx1dx2dx3 = zα (t)

∫
x0=konst

T 00dx1dx2dx3 , (17)

amit átrendezve kapjuk, hogy

zα (t) =

∫
x0=konst

xαT 00dx1dx2dx3∫
x0=konst

T 00dx1dx2dx3
. (18)

Ez megfelel a tömegközéppont defińıciója általánośıtásának, amit a zéró 3-impulzus redszerben határoztunk meg. A
Tulczyjev-Dixon spin-mellékfeltétel helyett választhattuk volna a Frenkel-Matthisson-Pirani -t is: uaS

ab = 0. Ekkor a
reprezentat́ıv világvonal az együttmozgó rendszerben (olyan megfigyelő, akinek a négyessebessége ua) meghatározott
tömegközéppont helyzetét ábrázolja.

III. KITERJEDT PRÓBATEST MOZGÁSEGYENLETE AZ ÁLTALÁNOS
RELATIVITÁSELMÉLETBEN

A. Bitenzorok

1. Relat́ıv helyvektor az általános relativitáselméletben

Először a momentumok integrál defińıcióit szükséges általánośıtani.1 A spintenzor defińıciójában megjelenik a
relat́ıv helyvektor xa − za (τ). Görbült téridőben e helyvektort felcserélő alkalmas objektum bevezethető a Synge-
világfüggvényen keresztül. A Synge-világfüggvény egy biskalár, amely értéke két téridőponttól xa-tól és x′a-tól függ.
Ezt a két pontot összeköthetjük egy ya (λ) geodetikus görbével, ahol λ egy affine paraméter és ya (λ1) = xa, illetve
ya (λ2) = x′a. Feltesszük, hogy xa-t és x′a-t összekötő geodetikus egyértelmű, ami azt jelenti, hogy konjugált pontok
nincsenek a téridő vizsgált tartományában.2 A világfüggvény [5]:

σ (x, x′) =
1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

gab (y (λ))
dya

dλ

dyb

dλ
dλ , (19)

ahol gab a metrikus tenzor, független az affine paraméter megválasztásától (invaráns a λ = cv + d átskálázásra, ahol
c és d kontansok). A világfüggvény kovariáns deriváltjait jelölje:

σaba′b′ = ∇a∇b∇a′∇b′ σ (x, x′) , (20)

1 Az általánośıtás nem egységes az irodalomban, itt Dixon a témát érintő korai cikkében [3], illetve Puetzfeld és Obukhov által használt
defińıciókra támaszkodunk [4].

2 A vizsgált tartomány a tekintetbe vett test világcsövén belüli régiót fogja jelenteni.
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ahol a vesszőtlen index az xa, amı́g a vesszős az x′a pontban vett deriváltakat jelenti. A (20)-ban lévő kétpont
mennyiség egy (0, 2)-t́ıpusú tenzor az xa pontban és szintén (0, 2)-t́ıpusú tenzor az x′a-ban. A vesszős és vesszőtlen
indexek szerinti kovariáns deriváltak felcserélhetők. Két index esetén ez egyszerűen a különböző pontokbeli parciális
deriválások felcserélhetőségét jelenti:

σaa′ = ∂a∂a′σ = ∂a′∂aσ = σa′a . (21)

Példa: Minkowski-téridőben derékszögű koordinátákban (ya = {t, x, y, z}) a geodetikus egyenlet:

d2ya

dλ2
= 0 . (22)

Ezt integrálva kapjuk, hogy

ya (λ) = V a (λ− λ1) + xa , (23)

ahol V a egy konstans, és xa = ya (λ = λ1). Így

V a (λ− λ1) = ya (λ)− xa , (24)

és a világfüggvény

2σ (xa, x′a) = (λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

ηab (y (λ))
dya

dλ

dyb

dλ

= (λ2 − λ1)
2
[
−
(
V t
)2

+ (V x)
2

+ (V y)
2

+ (V z)
2
]

= − (t′ − t)2
+ (x′ − x)

2
+ (y′ − y)

2
+ (z′ − z)2

, (25)

ahol x′a = ya (λ = λ2) és ηab a metrikus tenzor. A világfüggvény deriváltja az xa koordináta szerint:

σt (xa, x′a) = − (t− t′) , σx (xa, x′a) = x− x′ ,
σy (xa, x′a) = y − y′ , σz (xa, x′a) = z − z′ . (26)

Ennek indexfelhúzottja:

σt (xa, x′a) = t− t′ , σx (xa, x′a) = x− x′ ,
σy (xa, x′a) = y − y′ , σz (xa, x′a) = z − z′ . (27)

Ez a vektor nem más, mint az xa pont relat́ıv helyvektora x′a ponthoz képest. Hasonlóan, véve a világfüggvény
deriváltját x′a koordináta szerint, majd felhúzva az indexeket kapjuk:

σt
′
(xa, x′a) = t′ − t , σx

′
(xa, x′a) = x′ − x ,

σy
′
(xa, x′a) = y′ − y , σz

′
(xa, x′a) = z′ − z . (28)

A világfüggvény kétszeres deriváltjai pedig

σab = −σab′ = σa′b′ = ηab . (29)

Térjünk vissza a világfüggvény tetszőleges, konjugált pontokat nem tartalmazó téridő régión történő vizsgálatához.
Hajtsunk végre az integrálási úton az ya (λ) függvénynek egy olyan variációját, amely megváltoztatja a geodetikust,
ı́gy annak végpontjait, de a végpontok λ2, illetve λ1 paraméter értékeit nem. Tehát az xa és x′a pontokat ya (λ)
geodetikus kapcsolja össze, amı́g xa+δxa és x′a+δx′a pontokat ya (λ)+δya (λ). Továbbá xa = ya (λ1), x′a = ya (λ2),
xa + δxa = ya (λ1) + δya (λ1) és x′a + δx′a = ya (λ2) + δya (λ2). A világfüggvény δxa-ban és δx′a-ban lineáris rendű
megváltozása ekkor egyrészt:

δσ =
∂σ

∂xa
δxa +

∂σ

∂x′a
δx′a , (30)
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másrészt pedig:

δσ =
1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

∂gab
∂yc

δyc
dya

dλ

dyb

dλ
dλ+

1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

gab
dδya

dλ

dyb

dλ
dλ+

1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

gab (y (λ))
dya

dλ

dδyb

dλ
dλ

=
1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

∂gab
∂yc

δyc
dya

dλ

dyb

dλ
dλ+ (λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

d

dλ

(
gab

dyb

dλ
δya
)
dλ− (λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

δya
d

dλ

(
gab

dyb

dλ

)
dλ

=
1

2
(λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

∂gab
∂yc

δyc
dya

dλ

dyb

dλ
dλ+ (λ2 − λ1)

[
gab

dyb

dλ
δya
]λ2

λ1

− (λ2 − λ1)

∫ λ2

λ1

[
δya

∂gab
∂yc

dyc

dλ

dyb

dλ
+ δyagab

d2yb

d2λ

]
dλ .

Felhasználva ya-ra a geodetikus egyenletet azt találjuk, hogy az első és utolsó tagok kiejtik egymást, ezért

δσ = (λ2 − λ1)

[
gab

dyb

dλ
δya
]λ2

λ1

. (31)

Összehasonĺıtva (30) és (31) egyenleteket:

σa = −gab
dxb

dλ
∆λ , σa′ = ga′b′

dx′b
′

dλ
∆λ , (32)

ahol

∆λ = λ2 − λ1 , gab = gab (x) , ga′b′ = ga′b′ (x
′) ,

dxb

dλ
=
dyb

dλ
|λ=λ1 ,

dx′b
′

dλ
=
dyb

′

dλ
|λ=λ2 . (33)

A geodetikus egyenletből ugyanakkor azt is meglehet mutatni, hogy a geodetikus mentén a (19)-ben szereplő
integrandus egy konstans, ezért

σ (x, x′) =
1

2
(λ2 − λ1)

2
gab (x)

dxa

dλ

dxb

dλ
=

1

2
(λ2 − λ1)

2
ga′b′ (x

′)
dx′a

′

dλ

dx′b
′

dλ
. (34)

Ebből és (32)-ből következik, hogy

2σ (x, x′) = gabσaσb = ga
′b′σa′σb′ . (35)

Továbbá σ (x, x′) = 0 null geodetikusra, σ (x, x′) = −τ2/2 időszerű geodetikusra, amelynek hossza τ , illetve σ (x, x′) =
l2/2 térszerű geodetikusra, amelynek hossza l. Ha a téridőben létezik egy Killing-vektor ka, akkor kady

a/dλ egy
konstans a geodetikus mentén. Ezt felhasználva (32)-ből következik, hogy

ka (x)σa (x, x′) + ka
′
(x′)σa′ (x, x

′) = 0 . (36)

A σa (x, x′) egy vektor-skalár kétpontmennyiség: skalárként transzformálódik x′a-ban és vektorként xa-ban.
Továbbá σa (x, x′) az xa pontban annak a geodetikusnak az érintője, amely összeköti xa-t x′a-val; normanégyzete
pedig ennek a geodetikusnak a hossznégyzetével arányos. (Az arányossági tényező 1 térszerű és −1 időszerű geode-
tikusra.) Ezért σa (x, x′)-re tekinthetünk úgy, mint az xa pontnak x′a ponthoz képesti relat́ıv helyvektorára, lásd 2.

ábra. Hasonlóan az σa
′
(x, x′) vektorra pedig tekinthetünk úgy, mint az x′a pontnak az xa ponthoz képesti relat́ıv

helyvektorára.
Jelöljük egy tetszőleges kétpont tenzor T...... (x

′, x) (bitenzor) x′a → xa határérétékét a következőképpen:

lim
x′a→xa

T...... (x, x
′) = [T...... (x)] . (37)

Feltesszük, hogy ez a határérték független attól, hogy mely geodetikus mentén vettük (gab metrika megfelelően sima
[5]), ezért a jobboldal csak xa-tól függ. Nyilván

[σ] = 0 , [σa] = 0 , [σa′ ] = 0 . (38)

Vegyük (35) kovariáns deriváltját xa-ban, ekkor

σc = gabσaσbc . (39)



6

FIG. 2: A baloldalon egy időszerű geodetikus szakasz látható, ahol τ a sajátidő és amely P ′ pontból indul és P pontban végződik.
A jobboldalon a világfüggvény deriváltjai láthatók P ′-ben, illetve P -ben, amelyek a P ′ és P -t összekötő geodetikusnak az érintői
a végpontokban. A geodetikus szakasz hossza τ . [6]

Ebből és (32)-ből viszont azt is kapjuk, hogy

U b (σbc − gbc) = 0 , (40)

ahol

U b =
dxb

dλ
. (41)

Feltevésünk szerint x′a → xa határértékben σbc független U b-tól, ı́gy

[σbc] = gbc . (42)

Hasonlóan igazolható, hogy

[σb′c′ ] = gbc . (43)

Megjegyezzük, hogy torzióval rendelkező konnexió esetén σbc 6= σcb-vel, de a különbségük határértékben eltűnik, ı́gy
(42) érvényes marad [7]. A fentiekből továbbá következnek a

[σac] = δac ,
[
σa
′

c′

]
= δac . (44)

relációk.
Tekintsük most (39) kifejezést

σa = σbσ
b
a . (45)

Vegyük ennek a kétszeres kovariáns deriváltját xa-ban:

σabc = σeσ
e
abc + σebσ

e
ac + σecσ

e
ab + σebcσ

e
a . (46)

Az x′ → x határértékben:

[σabc] = [σbac] + [σcab] + [σabc] , (47)

vagyis

[σbac] + [σcab] = 0 . (48)

Torziómentes téridőkben [σbac] az első két indexben szimmetrikus, ı́gy kapjuk, hogy

[σabc] + [σacb] = 0 . (49)
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Használjuk fel most a Ricci-azonosságot3:

σacb − σabc = Radcbσ
d , (50)

amivel (49) a következő alakot ölti:

2 [σabc] +
[
Radcbσ

d
]

= 0 , (51)

ı́gy

[σabc] = 0 (52)

lesz [9].
Vegyük (45) háromszoros kovariáns deriváltját xa-ban:

σabcd = σeσ
e
abcd + σedσ

e
abc + σebσ

e
acd + σebdσ

e
ac + σecσ

e
abd + σecdσ

e
ab + σebcσ

e
ad + σebcdσ

e
a . (53)

Az x′ → x határértékben:

[σabcd] = [σdabc] + [σbacd] + [σcabd] + [σabcd] , (54)

vagyis

0 = [σadbc] + [σabcd] + [σacbd] . (55)

Vegyük az (50) Ricci-azonosság deriváltját:

σacbd − σabcd = (∇dRascb)σs +Rascbσ
s
d , (56)

ami az x′ → x határértékben:

[σacbd]− [σabcd] = Radcb . (57)

Hasonlóan:

σadbc − σabdc = ∇cRasdbσs +Rasdbσ
s
c , (58)

ı́gy

[σadbc]− [σabdc] = Racdb . (59)

Használjuk most a következő azonosságot:

σabcd − σabdc = Rascdσ
s
b +Rbscdσ

s
a , (60)

ami az x′ → x határértékben:

[σabcd]− [σabdc] = Rabcd +Rbacd = 0 . (61)

Végül (55) a következő alakot ölti:

0 = 3 [σabcd] +Radcb +Racdb , (62)

avagy ([9])

[σabcd] = −1

3
(Radcb +Racdb) . (63)

3 Itt az Rabcd Riemann tenzor következő defińıcióját használjuk: 2∇[a∇b]T cd = RceabT
e
d − R

e
dabT

c
e, ahol T cd tetszőleges vegyes indexű

tenzor. E formulából már tetszőleges indexű tenzorra következik, hogy annak antiszimmetrizált kétszeres kovariáns deriváltja hogyan
fejezhető ki a Riemann tenzorral [8].
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2. Párhuzamos eltolás bivektor

Legyen ya (λ) egy geodetikus görbe, amely összekapcsolja az xa = ya (λ1) és x′a = ya (λ2) pontokat, továbbá
vezessünk be egy eaA (λ) (A = 0, .., 3) ortonormált bázist, tetrádot, amely párhuzamosan eltolt a geodetikus mentén:

gabe
a
Ae

b
B = ηAB ,

DeaA (λ)

dλ
=
dyb

dλ
∇beaA = 0 , (64)

ahol ηAB = diag (−1, 1, 1, 1) a metrikus tenzor a Minkowski téridőn. Az első reláció kontrakciója ηBC-vel adja, hogy

δCA = eaAgabe
b
Bη

BC = eaAe
C
a , (65)

ahol bevezettük:

eCa = ηBCgabe
b
B-t , (66)

amely az eaA duális bázisa. A (66) reláció inverze:

ecA = ηACg
aceCa . (67)

A (65) ebC-vel történő kontrakciójából:

ebA = δCAe
b
C = eaAe

C
a e

b
C , (68)

ami mutatja, hogy

eCa e
b
C = δba . (69)

Ennek kontrakciója gac-vel adja, hogy

gbc = eCa e
b
Cg

ac = ηBCgabe
b
Be

b
Cg

ac = ηBCebBe
c
C , (70)

illetve gbc-vel való kontrakciója, hogy

gac = eCa e
b
Cgbc = eCa ηCDg

bdeDd gbc = eCa e
D
c ηCD . (71)

Továbbá ebC valóban bázis, mert tetszőleges V a vektor esetén:

V a = V bδab = V beCb e
a
C = V CeaC , (72)

ahol bevezettük a vektor tetrád komponensét:

V C = V beCb . (73)

Ha a V b vektor párhuzamosan eltolt a geodetikus mentén, akkor a V C tetrád komponensek konstansok. Ezért

V a
′
(x′) =

[
V b (x) eCb (x)

]
ea
′

C (x′) = V b (x) ga
′

b (x, x′) , (74)

ahol

ga
′

b (x, x′) ≡ eCb (x) ea
′

C (x′) (75)

a párhuzamos eltolás bivektor. Ez a bivektor párhuzamosan eltolja az x pontban lévő V b (x) vektort az x′ pontba [5].

A (75)-ben eCb (x) és ea
′

C (x′) sorrendje megcserélhető, ı́gy ga
′

b (x, x′)-ben az indexek, illetve az argumentumban x és x′

felcserélhetők.
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3. A bitenzorok egy pont körüli végtelen sor alakú kifejtései

A Taylor-sorfejtés általánośıtását keressük, amit itt kétindexes tenzorra tárgyalunk [9] referencia alapján. A keresett
sor

Ωab (x, x′) = Aab (x) +Aabc (x)σc (x, x′) +
1

2
Aabcd (x)σc (x, x′)σd (x, x′) + ... (76)

alakú. A nulladrendű tag

Aab (x) = [Ωab (x, x′)] . (77)

Az első rendű tag, (76) ∇e-kovariáns deriváltjából következik. Elvégezve a differenciálást és véve az x′ → x
határértéket:

[∇eΩab (x, x′)] = ∇eAab (x) +Aabe (x) , (78)

amiből

Aabc (x) = [∇cΩab (x, x′)]−∇c [Ωab (x, x′)] . (79)

A másodrendű tag, (76) ∇f∇e-kovariáns deriváltjából következik. Elvégezve a differenciálásokat és véve az x′ → x
határértéket kapjuk, hogy

[∇f∇eΩab (x, x′)] = ∇f∇eAab (x) +∇eAabf (x) +∇fAabe (x) +Aab(ef) (x) . (80)

Így

Aab(cd) (x) = [∇d∇cΩab (x, x′)]−∇d∇c [Ωab (x, x′)]−∇c [∇dΩab (x, x′)]

+∇c∇d [Ωab (x, x′)]−∇d [∇cΩab (x, x′)] +∇d∇c [Ωab (x, x′)]

= [∇d∇cΩab (x, x′)]−∇c [∇dΩab (x, x′)]−∇d [∇cΩab (x, x′)] +∇c∇d [Ωab (x, x′)] . (81)

Példa: Ωab (x, x′) = σab (x, x′), ekkor

Aab (x) = [σab (x, x′)] = gab , (82)

Aabc (x) = [σabc (x, x′)]−∇c [σab (x, x′)] = 0 , (83)

Aab(cd) (x) = [σabcd (x, x′)]−∇c [σabd (x, x′)]−∇d [σabc (x, x′)] +∇c∇d [σab (x, x′)]

= [σabcd (x, x′)] = −1

3
(Radcb +Racdb) . (84)

Ezért

∇bσa (x, x′) = σab (x, x′) = gab −
1

6
(Radcb +Racdb)σ

c (x, x′)σd (x, x′) + ... . (85)

B. Kiterjedt test multipólmomentumai és azok fejlődés egyenletei

A kiterjedt test világcsövét cseréljük fel egy reprezentat́ıv xa (τ) világvonalra, amelynek érintője

ua =
dxa (τ)

dτ
. (86)

Válasszuk az uaua = −1 normálást, ami azt jelenti, hogy a görbe τ affin paramétere a sajátidő. A testet az energia-
impulzusa helyett az alábbi multipólmomentumokkal jellemezzük:

py1...yny0 ≡ (−1)
n
∫

Σ(τ)

σy1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1 , (87)
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ty2...yn+1y0y1 ≡ (−1)
n
∫

Σ(τ)

σy2 ...σyn+1gy0x′0
gy1x′1
T x
′
0x
′
1wx

′
2dΣx′2 . (88)

A baloldalon szereplő tenzorok az xa (τ) reprezentat́ıv világvonal mentén fejlődnek. A 3-dimenziós integrálási felületet
az olyan térszerű geodetikusok fesźıtik ki, amelynek σy1 (x′, x) az érintője, és az xa (τ) világvonalat merőlegesen
metszik: uaσ

a (x′, x) = 0. Az integrálási pontot x′a jelöli, a vesszős absztrakt indexek e pontban jelölik a tenzor
t́ıpusát, amı́g a vesszőtlenek az xa pontban. Ha dx′a1 , dx′a2 , dxa3 jelöl 3 egymástól lineárisan független infinitezimális
koordináta differenciált a Σ (τ) felületen, akkor

dΣa = εabcddx
′a
1 dx

′a
2 dx

′a
3 , (89)

ahol εabcd a 4-dimenziós Levi-Civita szimbólum, ami teljesen antiszimmetrikus és ε0123 = 1. Az integrandusban
szereplő T x′0x′1 az energia-impulzus tenzorsűrűség:

T x
′
0x
′
1 (x′) =

√
|g (x′)|T x

′
0x
′
1 (x′) , (90)

amely az integrálási pontban van kiértékelve. Végül wx
′
2 (x′) a Σ (τ) felület pontjait egy későbbi τ ′ időpillanatbeli Σ (τ ′)

felület pontjaiba átvivő folyamhoz tárśıtott érintővektormező, amely szintén az integrálási pontban van kiértékelve. A
(87) és (88) integrandusaiban szereplő mennyiségek közül T x′0x′1 (x′) egy (2, 0)-t́ıpusú 1-pont tenzorsűrűség, wx

′
2 (x′)

egy (1, 0)-t́ıpusú 1-pont vektormező, σy1 (x′, x) 2-pont vektor-skalár-mező, amely (1, 0)-t́ıpusú tenzor xa-ban és skalár
x′a-ban (az xa relat́ıv helyvektora x′a-hoz képest), végül gy0x′0

(x′, x) egy 2-pont vektor-kovector-mező, amely (1, 0)-

t́ıpusú tenzor xa-ban és (0, 1)-t́ıpusú x′a-ban (az x′a-ban lévő vektort párhuzamosan eltolja xa pontba). Ezért például

a (87) egyenlet integrandusában megjelenő σy1 ...σyngy0x′0
T x′0x′1 mennyiség egy 2-pont tenzor-tenzorsűrűség, amely

(n+ 1, 0)-t́ıpusú tenzor xa-ban és (1, 0) t́ıpusú tenzorsűrűség x′a pontban.
A multipólmomentumokra vonatkozó egyenletek származtatása az alábbi tételen alapul (lásd (5.7) egyenletet [3]-

ban):

D

dτ

∫
Σ(τ)

σy1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1 =

∫
Σ(τ)

∇x′1
(
σy1 ...σyngy0x′0

T x
′
0x
′
1

)
wx
′
2dΣx′2

+

∫
Σ(τ)

uyn+1∇yn+1

(
σy1 ...σyngy0x′0

T x
′
0x
′
1

)
dΣx′1 , (91)

ahol D/dτ ≡ uc∇c. A jobboldal kiértékeléséhez a σa és gab′ bitenzorok kovariáns deriváltjainak xa-ban való kifejtéseit
kell alkalmazni [alábbi (93)-(96) formulák], továbbá az energia-impulzus tenzor négyes divergenciájának eltűnéséből
származó alábbi kifejezést:

∇x′1T
x′0x
′
1 = 0 . (92)

A deriváltak kiértékeléséhez a következő kifejtéseket kell alkalmazni: (néhány további eredmény [4]-ben található):

σy0x′1
= gax′1

(
− δy0a +

∞∑
k=2

1

k!
αy0ay2...yk+1

σy2 · · ·σyk+1

)
, (93)

σy0y1 = δy0y1 −
∞∑
k=2

1

k!
βy0y1y2...yk+1

σy2 · · ·σyk+1 , (94)

∇x′2g
y0
x′1

= gax′1g
b
x′2

(
1

2
Ry0aby3σ

y3 +

∞∑
k=2

1

k!
γy0aby3...yk+2

σy3 · · ·σyk+2

)
, (95)

∇y2g
y0
x′1

= gax′1

(
1

2
Ry0ay2y3σ

y3 +

∞∑
k=2

1

k!
γy0ay2y3...yk+2

σy3 · · ·σyk+2

)
. (96)

Az α, β, γ együtthatók a Riemann tenzortól és annak kovariáns deriváltjaitól függenek. Az első néhány tag:

αy0y1y2y3 = −1

3
Ry0(y2y3)y1

,
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βy0y1y2y3 =
2

3
Ry0(y2y3)y1

,

αy0y1y2y3y4 = −1

2
∇(y2R

y0
y3y4)y1

,

βy0y1y2y3y4 =
1

2
∇(y2R

y0
y3y4)y1

,

γy0y1y2y3y4 =
1

3
∇(y3R

y0
|y1|y4)y2

. (97)

(Vesd össze (94) index lehúzottját a (85) eredménnyel.)
A multipólegyenletek származtatásához először kifejtjük a (91) egyenlet jobboldalának első tagját, alkalmazva (93)-

(96) kifejezéseket:∫
Σ(τ)

∇x′1
(
σy1 ...σyngy0x′0

T x
′
0x
′
1

)
wx
′
2dΣx′2 =

∫
Σ(τ)

T x
′
0x
′
1∇x′1

(
σy1 ...σyngy0x′0

)
wx
′
2dΣx′2

=

n∑
s=1

∫
Σ(τ)

σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1∇x′1 (σys)wx

′
2dΣx′2 +

∫
Σ(τ)

σy1 ...σynT x
′
0x
′
1∇x′1

(
gy0x′0

)
wx
′
2dΣx′2

= −
n∑
s=1

∫
Σ(τ)

σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngysx′1
gy0x′0
T x
′
0x
′
1wx

′
2dΣx′2

+

n∑
s=1

∞∑
k=2

1

k!
αys rz2...zk+1

∫
Σ(τ)

σz2 ...σzk+1σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngrx′1g
y0
x′0
T x
′
0x
′
1wx

′
2dΣx′2

−1

2
Ry0 qrz3

∫
Σ(τ)

σz3σy1 ...σyngqx′0
grx′1T

x′0x
′
1wx

′
2dΣx′2

+

∞∑
k=2

1

k!
γy0 qrz3...zk+2

∫
Σ(τ)

σz3 ...σzk+2σy1 ...σyngqx′0
grx′1T

x′0x
′
1wx

′
2dΣx′2

= −
n∑
s=1

(−1)
n−1

ty1...ys−1ys+1...ynysy0 +

n∑
s=1

∞∑
k=2

1

k!
αysrz2...zk+1

(−1)
k+n−1

tz2...zk+1y1...ys−1ys+1...ynry0

−1

2
Ry0 qrz3 (−1)

n+1
tz3y1...ynqr +

∞∑
k=2

1

k!
γy0qrz3...zk+2

(−1)
k+n

tz3...zk+2y1...ynqr ,

majd a második tagját:∫
Σ(τ)

uyn+1∇yn+1

(
σy1 ...σyngy0x′0

T x
′
0x
′
1

)
dΣx′1 =

∫
Σ(τ)

T x
′
0x
′
1uyn+1∇yn+1

(
σy1 ...σyngy0x′0

)
dΣx′1

=

n∑
s=1

∫
Σ(τ)

σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1uyn+1∇yn+1

(σys) dΣx′1 +

∫
Σ(τ)

σy1 ...σynT x
′
0x
′
1uyn+1∇yn+1

(
gy0x′0

)
dΣx′1

=

n∑
s=1

uys
∫

Σ(τ)

σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1

−
n∑
s=1

∞∑
k=2

1

k!
uz1βysz1...zk+1

∫
Σ(τ)

σz2 ...σzk+1σy1 ...σys−1σys+1 ...σyngy0x′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1

−1

2
Ry0qsz3u

s

∫
Σ(τ)

σz3σy1 ...σyngqx′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1 +

∞∑
k=2

1

k!
urγy0qrz3...zk+2

∫
Σ(τ)

σz3 ...σzk+2σy1 ...σyngqx′0
T x
′
0x
′
1dΣx′1

=

n∑
s=1

(−1)
n−1

uyspy1...ys−1ys+1...yny0 −
n∑
s=1

∞∑
k=2

(−1)
k+n−1

k!
uz1βysz1...zk+1

pz2...zk+1y1...ys−1ys+1...yny0

−1

2
Ry0qrz3u

r (−1)
n+1

pz3y1...ynq +

∞∑
k=2

(−1)
k+n

k!
urγy0qrz3...zk+2

pz3...zk+2y1...ynq .
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Végül a következő egyenletrendszerhez jutunk [4]:

D

dτ
py1...yny0 =

n∑
s=1

(ty1...ys−1ys+1...ynysy0 − uyspy1...ys−1ys+1...yny0) +
1

2
Ry0qrz3 (pz3y1...ynqur + tz3y1...ynqr)

+

∞∑
k=2

(−1)
k

k!

[
−

n∑
s=1

αysrz2...zk+1
tz2...zk+1y1...ys−1ys+1...ynry0 +

n∑
s=1

uz1βysz1...zk+1
pz2...zk+1y1...ys−1ys+1...yny0

+γy0qrz3...zk+2
(urpz3...zk+2y1...ynq + tz3...zk+2y1...ynqr)

]
. (98)

Ez az egyenletrendszer nem zárt, a ty2...yn+1y0y1 momentumokra nincsenek fejlődési egyenletek.

C. Geodetikus egyenlet

Az előző alfejezetben származtatott (98)-as egyenletrendszert vizsgáljuk σa-ban nulladrendben, vagyis minden tagot
elhanyagolunk, amiben σa megjelenik. A nem azonosan nulla egyenleteket (98) n = 0 és n = 1 esetei adják:

Dpa

dτ
= 0 , tab = uapb . (99)

A momentumok végtelen sorának csonḱıtása következtében a második egyenlet megadja a tab momentumot az ua

és pb függvényében. Mivel t[ab] = 0, következik, hogy u[apb] = 0, amiből pedig pa = mua, ahol m = −uapa (a test
sajátrendszerében mért tömege). Ezeket felhasználva, az első egyenlet ua-val történő kontrakciója adja, hogy

Dm

dτ
= 0 , (100)

ami pedig a

Dua

dτ
= 0 (101)

geodetikus egyenlethez vezet. Tehát a tömeges próbatestek mozgására vonatkozó geodetikus egyenlet az energia-
impulzus tenzor négyes divergenciájának eltűnéséből következik.

D. Mathisson–Papapetrou–Dixon-egyenletek

Következő lépésben a (98)-as egyenletrendszert σa-ban elsőrendben vizsgáljuk. Ekkor minden olyan tagot el-
hanyagolunk, amely σa-ban négyzetes vagy magasabb rendű. A nem azonosan nulla egyenleteket (98) n = 0, n = 1
és n = 2 esetei adják. Tekintsük először az n = 2-őt, ekkor (98) az alábbira egyszerűsödik:

t(bc)a = u(bpc)a . (102)

Ez megadja t(bc)a-t ua és pab függvényében. Az n = 1-re pedig kapjuk, hogy

Dpba

dτ
= tba − ubpa. (103)

Mivel tba-re nem lesz fejlődési egyenletünk, ı́gy zárt rendszert csak a fenti kifejezés antiszimmetrikus részéből
remélhetünk, hiszen t[ba] = 0. Bevezetve Sba = 2p[ba]-t (103) adja, hogy

DSab

dτ
= paub − pbua . (104)

Végül n = 0-ra (98) az alábbivá válik:

Dpa

dτ
=

1

2
Racbd

(
pdcub + tdcb

)
. (105)
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Mivel td[cb] = 0, ı́gy Racbdt
cdb/2 = 0, amit hozzáadva a jobboldalhoz és felhasználva (102)-őt:

Dpa

dτ
=

1

2
Racbd

(
pdcub + t(dc)b

)
=

1

2
Racbd

(
pdcub + 2u(dpc)b

)
(106)

lesz. A jobboldalt az alábbi módon alaḱıthatjuk tovább:

Rabcd
(
pdbuc + udpbc + ubpdc

)
= (Rabcd +Radbc +Racbd) p

dbuc = −Racdb
(

2p[db]
)
uc , (107)

ahol a második egyenlőségnél az

Rabcd +Radbc +Racdb = 0

azonosságot használtuk.
Összefoglalva az eredményeket, végül a Mathisson–Papapetrou–Dixon-egyenletekhez (MPD-egyenletek) jutunk [3,

10–14]:

Dpa

dτ
= −1

2
Rabcdu

bScd ≡ F a , (108)

DSab

dτ
= paub − pbua . (109)

Ez az egyenletrendszer sem zárt, mert nem tudjuk ub kapcsolatát pa-val, illetve Sab-vel. A (109) egyenlet ub-vel való
kontrakciója:

pa = mua − ub
DSab

dτ
, (110)

ahol m = −uapa, ami az ua négyessebességgel mozgó megfigyelő nyugalmi rendszerében mért tömege a testnek. A
(110) kifejezést visszahelyetteśıtve (109)-be kapjuk, hogy

DSab

dτ
= uauc

DSbc

dτ
− uc

DSac

dτ
ub . (111)

(Papapetrou ebben a formában kapta meg a spintenzor mozgásegyenletét [11].)

E. Mathisson–Papapetrou–Dixon-egyenletek a Frenkel-Mathisson-Pirani spin-mellékfeltétellel

A Frenkel-Mathisson-Pirani (FMP) spin-mellékfeltétel [10, 15, 16]:

uaS
ab = 0 , (112)

amit felhasználva (110) az alábbi alakba ı́rható:

pa = mua + Sabab , (113)

ahol aa ≡ Dua/dτ . A (112) mellékfeltétellel két integrálási konstans származtatható az MPD-egyenletekből ([17]).
Az egyiket a (109) egyenlet Sab-vel történő kontrakciója adja:

D

dτ

(
SabS

ab
)

= 0 . (114)

A másikat pedig a következő számolás:

dm

dτ
= −D

dτ
(uap

a) = −ua
Dpa

dτ
− paDua

dτ
=

1

2
Ra bcdu

bScdua − paaa

= −muaaa + ubaa
DSab

dτ
= ubaa

DSab

dτ
= −Sabaa

Dub
dτ

= −Sabaaab = 0 . (115)

Ebből a levezetésből az is következik, hogy paaa = 0.
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A spin-mellékfeltétel a spintenzor független komponenseinek számát háromra csökkenti, amelyek paraméterezésére
érdemes bevezetni egy ua-ra merőleges spinvektort [17]:

sa = −1

2
ηabcdubScd , (116)

ahol ηabcd a 4-dimenziós Levi-Civita tenzor, ami teljesen antiszimmetrikus és η0123 =
√
−g. Az inverz kifejezés

Sab = ηabcdu
csd , (117)

ami az

ηabcdη
abkl = −4δk[cδ

l
d] = 2

(
δkdδ

l
c − δkc δld

)
, (118)

azonosságból következik, hiszen

−1

2
ηefabufSab = −1

2
ηefabηabcdufu

csd = −
(
δedδ

f
c − δecδ

f
d

)
ufu

csd = se . (119)

A (114) mozgásállandó a spinvektor hosszából is számolható [17]:

sas
a =

1

2
ScdS

cd . (120)

Figyelembe véve, hogy saS
ab = 0, a (113) egyenlet sa-val való kontrakciója mutatja, hogy sap

a = 0.
Az sa kovariáns deriváltja az xa (τ) mentén:

Dsa

dτ
= −1

2
ηabcdScd

Dub
dτ
− 1

2
ηabcdub

DScd
dτ

= −1

2
ηabcdηcdefu

esfab −
1

2
ηabcdub (pcud − pduc)

=
(
δae δ

b
f − δafδbe

)
uesfab =

(
δae δ

b
f − δafδbe

)
uesfab = uaabs

b ,

vagyis [17]

Dsa

dτ
= uaabs

b . (121)

Megmutatjuk, hogy létezik egy egyértelmű formula a gyorsulás kifejezésére. Az sa merőleges mind pa-ra és ua-ra,
továbbá aa merőleges ua-ra és pa-ra. Az aa felbontható az sa spinvektorral párhuzamos és arra merőleges kompo-
nensekre, továbbá mindkét komponens merőleges kell legyen ua-ra és pa-ra, ı́gy

aa = Asa +Bηabcdubpcsd = Asa −BSabpb (122)

alakú. Az A együttható ennek a kifejezésnek sa-val történő kontrakciójából számolható. Ezt a kontrakciót a (113)
deriváltjának seǵıtségével álĺıthatjuk elő:

sa
Dpa

dτ
= msa

Dua

dτ
+ saab

DSab

dτ
+ saS

abDab
dτ

= msaa
a , (123)

ahol felhasználtuk, hogy abDS
ab/dτ = 0 (ami következik (109)-ből, hiszen uaaa = paaa = 0), illetve saS

ab = 0-át. A
(108) mozgásegyenletből pedig adódik, hogy

A =
sba

b

sdsd
=

1

msdsd
sb
Dpb

dτ
=

sbF
b

msdsd
. (124)

A B együttható a (122) kifejezés ηaijku
ipjsk = −Sakpk-val történő kontrakciója adja, hiszen

Sakp
kaa = −aaηaijkuipjsk = −Bηabcdηaijkubpcsduipjsk = −Bηajklηabcdujpkslubpcsd

= B
(
δjbδ

k
c δ
l
d + δjdδ

k
b δ
l
c + δjcδ

k
dδ
l
b − δjcδkb δld − δ

j
bδ
k
dδ
l
c − δ

j
dδ
k
c δ
l
b

)
ujpkslu

bpcsd

= B
(
M2 −m2

)
sds

d ,

ahol a

−ηabcdηajkl = 6δj[bδ
k
c δ
l
d] = δjbδ

k
c δ
l
d + δjdδ

k
b δ
l
c + δjcδ

k
dδ
l
b − δjcδkb δld − δ

j
bδ
k
dδ
l
c − δ

j
dδ
k
c δ
l
b (125)
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azonosságot használtuk és a

pap
a = −M2 (126)

defińıciót. Másfelöl az Sakp
kaa kifejezés számolható (113)-ból is

pkSaka
a = −pkSkbab = −pk (pk −muk) = M2 −m2 . (127)

Ezért

B =
1

sdsd
. (128)

Végül pedig kapjuk, hogy [18]

aa =
1

sdsd

(
sbFb
m

sa − pbSab
)
. (129)

Ez az egyenlet együtt a (113) kifejezéssel egy sebesség-momentum relációhoz vezet, hiszen

pa = mua +
Sab

sdsd

(
scFc
m

sb − pcSbc
)

= mua − SabSbcp
c

sdsd
, (130)

ami átrendezve [19]

mua = pa + 2
SabSbcp

c

SefSef
. (131)

Az
{
xa, pa, Sab

}
|τin kezdeti értékek halmazával az MPD egyenleteknek egyértelmű megoldása létezik az FMP spin-

mellékfeltétellel. Érdemes megemĺıteni azonban, hogy (131) tetszőleges pa és Sab esetén nem feltétlenül eredményezi
az uaS

ab = 0 spin-mellékfeltétel teljesülését. Ahhoz, hogy az uaS
ab = 0 feltételt automatikusan teljeśıtsük, érdemes

a kezdeti feltételek halmazát
{
xa,m, ua, Sab

}
|τin -nek választani. Azonban a kezdeti feltételeknek a

{
xa, pa, Sab

}
|τin

halmaza nem invertálható az
{
xa,m, ua, Sab

}
|τin halmazra amiatt, hogy (113) tartalmazza az aa gyorsulást. Az

egyértelmű megoldáshoz az
{
xa,m, ua, Sab, aa

}
|τin halmazt szükséges megadni [19]. Ha csupán az

{
xa,m, ua, Sab

}
|τin

értékeket rögźıtjük, akkor kaphatunk egy nem-helikális pályát és végtelen sok helikálisat az aa különböző kezdeti
értékeire.

IV. FORGÓ FEKETE LYUK TÉRIDŐK, A SZTATIKUS ÉS EGYÜTTMOZGÓ MEGFIGYELŐ
RENDSZEREI

A. Forgó fekete lyuk téridők

Általános relativitáselméletben a vákuum fekete lyuk téridők szingularitást tartalmaznak. (Az aszimptótikusan śık
és gömbszimmetrikus téridő a Schwarzschild-téridő.) Bardeen vetette fel először annak lehetőségét, hogy bizonyos
anyagi mezők jelenléte esetén a fekete lyuk szingularitás mentes, vagyis reguláris lehet [20]. Azonban, hogy milyen
anyagi mezők esetén valósul meg a regularitás sokáig tisztázatlan maradt. Kiderült, hogy bizonyos nem-lineáris elek-
trodinamika esetén a Lagrange-sűrűség elvezet az Einstein-egyenletek jobboldalán megjelenő, a Bardeen metrikához
szükséges energia-impulzus tenzorhoz [21]. E nem-lineáris elektrodinamikában mágneses monopólusok jelennek meg,
és a Bardeen-téridőt a mágneses monopólus körüli téridőként sikerült interpretálni. Később mások, például Hayward
is felvetett reguláris fekete lyukat tartalmazó téridőt [22], aminek hasonló interpretációt lehetett adni [23]. A Bardeen,
illetve a Hayward téridők nem-forgó fekete lyukakat tartalmaztak. Ezt a képet a fekete lyuk forgásának figyelembe
vételével nemrégiben sikerült általánośıtani [24].

A tekintetbe vett téridő család ı́velemnégyzete a t, r, θ, φ Boyer–Lindquist-koordinátákban [24, 25]:

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2aB sin2 θ

Σ
dtdφ+

Σ

∆
dr2 + Σdθ2 +

A
Σ

sin2 θdφ2 , (132)

ahol

Σ = r2 + a2 cos2 θ , ∆ = r2 + a2 − 2 [µ+ α (r)] r , B = r2 + a2 −∆ , A =
(
r2 + a2

)2 −∆a2 sin2 θ . (133)
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A µ és a jelölik a tömeg, illetve a forgási paramétereket. Az ı́velemnégyzet az α (r) = 0-ra a Kerr-téridőt adja [25],
amely esemény horizont jelenlétében a forgó, aszimptótikusan śık, vákuum fekete lyuk téridejét ı́rja le. Nem vákuum
esetben, nem-lineáris elektrodinamikai mező jelenlétében:

α (r) =
µemr

γ

(rν + qνm)
γ/ν

, (134)

ahol

µem =
q3
m

σ

az elektromágnesesen indukált ADM tömeg. A σ paraméter a nem-lineáris elektrodinamikai mező erősségét
szabályozza, amelynek dimenziója hosszúságnégyzet, qm arányos a mágneses töltéssel (lásd [23]) és a hatványok:
γ = 3, ν = 2 Bardeen-szerű és γ = 3, ν = 3 Hayward-szerű téridőkre.

A stacionárius határfelületeket4

gtt = 0 ⇔ ∆− a2 sin2 θ = 0 (135)

egyenletek jelölik ki. Az esemény horizontokat5 pedig a

grr = 0 ⇔ ∆ = 0 (136)

feltétel adja.
Kerr-téridőre (amikor µem = 0) az a/µ < 1 teljesülése esetén két esemény horizont és két stacionárius határfelület

van, amelyek helyzeteit

rS±
µ

= 1±

√
1− a2

µ2
cos2 θ , (137)

illetve

rH±
µ

= 1±

√
1− a2

µ2
(138)

adják. Az rS+ és rH+ közötti régiót ergoszférának nevezik. A Kerr-téridő struktúráját a 3. ábra mutatja.
A (113) ı́velemnégyzettel jellemzett téridő szingularitás mentes, ha µ = 0 és γ ≥ 3. A 4. ábrán az a és q = qm/µem

paraméter térben a sötét́ıtett régiók mutatják Bardeen és Hayward esetekben, hogy a téridő mikor ı́r le forgó, reguláris
fekete lyukat. A világos régiókban nincs esemény horizont.

B. Sztatikus megfigyelő rendszere

A sztatikus megfigyelők négyessebessége:

u(SO) =
1√
−gtt

∂t . (139)

A sztatikus megfigyelők családja az ergoszférán ḱıvül létezik, ahol gtt < 0. Tekintsük a következő vektornégyest:

e0 = u(SO) , e1 =

√
∆

Σ
∂r , e2 =

∂θ√
Σ
, e3 = − 1√

∆

(
aB sin θ

Σ
√
−gtt

∂t −
√
−gtt

sin θ
∂φ

)
. (140)

4 Stacionárius határfelületek mentén a feketelyuk forgásával ellentétes irányban r =konst., θ =konst. mentén küldött fény pályájára
dφ/dt = 0 teljesül.

5 A vizsgált téridő családban az eseményhorizontok olyan fényszerű hiperfelületek, amelyeket az f (r) = 0 egyenlet definiál. Ez a felület,
akkor fényszerű, ha a normálisa na = ∂af teljeśıti a gabnanb = grrnrnr = grr (∂rf)2 = 0 feltételt, ami a (136)-hoz vezet.
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FIG. 3: A Kerr-téridő struktúrája: a legbelső hullámos vonal a gyűrű szingularitás (“ring singularity”) helyzetét mutatja, majd
kifelé haladva a belső stacionáris határfelületet (“inner stationary limit surface”, ezt belső végtelen vöröseltolódási felületnek
is nevezik “inner infinite redshift surface” S−) látjuk, utána a belső esemény horizontot (“inner event horizon” r = r−), majd
a külső esemény horizontot (“outer event horizon” r = r+), végül a külső stacionárius határfelületet (“outer stationary limit
surface”, vagy külső végtelen vöröseltolódási felület “outer infinite redshift surface” S+). A külső stacionárius határfelület és a
külső esemény horizont közötti sötét́ıtett régió az ergoszféra (“ergosphere”). [26]

Ezek egymásra páronként merőlegesek és hosszaik egységre (±1-re) normáltak:

gabe
a
Ae

b
B = ηAB , (141)

ahol ηAB = diag (−1, 1, 1, 1) a Minkowski-téridő metrikus tenzora, és A, B = {0, .., 3}. Továbbá egyszerű számolással
adódik, hogy

gab = ηABeaAe
b
B , (142)

ahol ηAB az ηAB inverze. Az ilyen tulajdonságokkal rendelkező vektornégyest tetrádnak nevezzük. A vastag betűkkel
szedett indexeket tetrád indexeknek h́ıvjuk. Jelen esetben a fenti tetrád szolgáltatja a sztatikus megfigyelő rendszerét.
E rendszerben tetszőleges V vektor feĺırható a tetrádbeli vektorok lineáris kombinációjaként

V = V a∂a = V AeA (143)

alakban. A koordináta és a tetrád bázira vett komponensek közötti reláció:

V a = V AeaA . (144)

A (140) négy vektorának eA duális vektorait az alábbi egyenlet definiálja:

eAa e
a
B = δAB , (145)
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FIG. 4: A baloldalon a Bardeen-szerű, a jobboldalon a Hayward-szerű téridők láthatók. Itt a µ tömegparaméter, ı́gy a téridők
regulárisak mindkét esetben. Az a és q = qm/µem paraméter térben a sötét́ıtett régiók mutatják, hogy a téridők mikor ı́rnak
le forgó, reguláris fekete lyukat. A világos régiókban nem jelenik meg esemény horizont. (Az ábrán látható jelölésben a µ nem
a tömegparamétert, hanem a γ(= µ) kitevőt jelenti.) [24]

amit az

eAa = ηABgabe
b
B (146)

vektorok (141) miatt teljeśıtenek. Így kapjuk, hogy

e0 =
√
−gttdt+

aB sin2 θ

Σ
√
−gtt

dφ , e1 =

√
Σ

∆
dr , e2 =

√
Σdθ , e3 =

√
∆ sin θ√
−gtt

dφ . (147)

Egyenes számolással belátható, hogy

gab = ηABe
A
a e

B
b . (148)

A (141) kifejezés inverz relációja pedig:

eaA = ηABg
abeBb . (149)

C. Tetszőleges világvonalon mozgó megfigyelő rendszere

Ha egy téridőn már ismerünk egy tetrád mezőt, vagyis valamilyen megfigyelő család rendszerét már meghatároztuk,
akkor egy másik, az előző rendszerhez képest mozgó megfigyelő rendszere Lorentz-transzformációval kapható meg,
alkalmazva a megfelelő “boost”-transzformációt. Legyen a másik megfigyelő négyessebessége u, ekkor az alkalmas
Lorentz-traszformáció a következő tetrádot eredményezi:

E0 (e, u) ≡ u = Γ(S) (e0 + v) ,

Eα (e, u) = eα +
u · eα

1 + Γ(S)

(
u+ u(SO)

)
. (150)

Itt α = {1,2,3}, v a sztatikus megfigyelő rendszerében a hozzá képest mozgó megfigyelő térbeli (3-as) sebessége
(v · e0 = 0):

v = Γ−1
(S)u− u(SO) , (151)

a Lorentz-faktor pedig:

Γ(S) = −u · u(SO) . (152)
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A vektorok közötti pont a belső szorzatot jelöli: W · V ≡ g (W,V ) = gabW
aV b tetszőleges W -re és V -re. Az inverz

transzformáció:

e0 = Γ(S) (E0 (e, u) + w) ,

eα = Eα (e, u) +
u(SO) · Eα (e, u)

1 + Γ(S)

(
u+ u(SO)

)
, (153)

ahol

w = wαEα (e, u) = Γ−1
(S)u(SO) − u , (154)

az u négyesebességgel mozgó megfigyelő rendszerében a sztatikus megfigyelő térbeli (3-as) sebessége (w ·E0 (e, u) = 0).

V. KITERJEDT PRÓBA TEST SAJÁTPERDÜLETÉNEK FEJLŐDÉSEGYENLETE AZ
EGYÜTTMOZGÓ RENDSZERBEN

Az együttmozgó rendszer a kiterjedt test reprezentat́ıv világvonalán haladó megfigyelőt jelenti. Láttuk, hogy az
FMP spin-mellékfeltétellel az sa spinvektor merőleges e világvonalra. Ebben a fejezetben meghatározzuk a spinvektor
tetrád komponenseire vonatkozó mozgásegyenletet. Jelölés rövid́ıtésként elhagyjuk az (e, u) argumentumot az EA

tetrád kifejezésében. Így a spinvektor:

s = sαEα , (155)

ahol α = {1,2,3}, hiszen s0 = 0. Az E1, E2, E3 vektorhármasra triádként, amı́g sα-kra triád komponensekként
hivatkozunk.

A spinvektor u integrálgörbéje menti kovariáns deriváltja:

Ds

dτ
=
dsα

dτ
Eα + sα

DEα
dτ

. (156)

Mivel a tetrád vektorok egymásra páronként merőlegesek

EA ·
DEB

dτ
= −EB ·

DEA

dτ
, (157)

ha A 6= B, a normáltságból pedig adódik, hogy

EA ·
DEA

dτ
= 0 . (158)

Az E1 vektor deriváltja a következőképpen ı́rható:

DE1

dτ
= −

(
E0 ·

DE1

dτ

)
E0 +

(
E2 ·

DE1

dτ

)
E2 +

(
E3 ·

DE1

dτ

)
E3 . (159)

Az első tag az E0 · E0 = −1 normálás miatt kap negat́ıv előjelet, amı́g a többi tag pozit́ıvat az Eα · Eα = 1 miatt.
Bevezetve az

Ω3 = E2 ·
DE1

dτ
= −E1 ·

DE2

dτ
, (160)

Ω2 = −E3 ·
DE1

dτ
= E1 ·

DE3

dτ
(161)

jelöléseket kapjuk, hogy

DE1

dτ
= −

(
E0 ·

DE1

dτ

)
E0 + Ω3E2 − Ω2E3 . (162)
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Hasonlóan az E2 deriváltja felbontható, mint

DE2

dτ
= −

(
E0 ·

DE2

dτ

)
E0 +

(
E1 ·

DE2

dτ

)
E1 +

(
E3 ·

DE2

dτ

)
E3 . (163)

Bevezetve az

Ω1 = E3 ·
DE2

dτ
= −E2 ·

DE3

dτ
(164)

jelölést kapjuk, hogy

DE2

dτ
= −

(
E0 ·

DE2

dτ

)
E0 − Ω3E1 + Ω1E3 . (165)

Az E3 vektor deriváltja pedig:

DE3

dτ
= −

(
E0 ·

DE3

dτ

)
E0 +

(
E1 ·

DE3

dτ

)
E1 +

(
E2 ·

DE3

dτ

)
E2 , (166)

avagy

DE3

dτ
= −

(
E0 ·

DE3

dτ

)
E0 + Ω2E1 − Ω1E2 . (167)

Összefoglalva, az Eα u-integrálgörbe menti kovariáns deriváltja kifejezhető, mint:

DEα
dτ

= −
(
E0 ·

DEα
dτ

)
E0 + Ω× Eα , (168)

ahol Ω a szögsebességvektor

Ω = ΩαEα (169)

az alábbi triád komponensekkel:

Ω1 = E3 ·
DE2

dτ
= −E2 ·

DE3

dτ
, (170)

Ω2 = −E3 ·
DE1

dτ
= E1 ·

DE3

dτ
, (171)

Ω3 = E2 ·
DE1

dτ
= −E1 ·

DE2

dτ
. (172)

A keresztszorzat (168)-ban a 3-dimenziós Euklideszi térben való vektoriális szorzatot jelenti:

Ω× Eα = −ε γ
αβ ΩβEγ . (173)

Itt ε γ
αβ a 3-dimenziós Euklideszi térbeli Levi-Civita szimbólum, amelynek triád indexei a 3-dimenziós Kronecker-δ-val

vannak le-, illetve felhúzva. A Levi-Civita szimbólummal (170)-(172) egyenletek az alábbi összefoglaló alakba ı́rhatók:

Ωα = −1

2
εαβγEβ ·

DEγ
dτ

. (174)

A (157) összefüggés miatt az első tag (168)-ban:

E0 ·
DEα
dτ

= −Eα · a , (175)

ahol a jelöli a gyorsulás vektort: a = DE0/dτ . Így a (156) egyenlet az alábbi alakot ölti:

Ds

dτ
=

(
dsα

dτ
+ εαβγΩβsγ

)
Eα + (s · a)E0 . (176)
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Végül felhasználva a (121) spin egyenletet a következőre jutunk:

dsα

dτ
+ εαβγΩβsγ = 0 . (177)

Ennek megfelelő spin egyenletet abban az esetben, amikor a gyorsulás eltűnik, vagyis amikor a próbatest geode-
tikuson mozog és a spinvektor a geodetikus mentén párhuzamosan eltolt, a [27] referenciában származtattak. Saját
perdülettel rendlekező test esetében ez a közeĺıtés csak kis spin nagyság esetén, illetve közel śık téridőben érvényes.
Itt, illetve [28]-ban a [27] referencia egyenletét általánośıtottuk arra az esetre, amikor az MPD egyenletben a téridő
görbületi és spin járulékai nem hanyagolhatók el. Fekete lyuk közelében már viszonylag kis spin esetén is fontosak
ezek a járiulékok [28]. A jegyzetben az FMP spin-mellékfeltételt használtuk. Az irodalomban azonban más spin-
mellékfeltételek is gyakran használatosak, különösképpen a Tulczyjew-Dixon [2, 3]. A [28] referenciában a fenti
tárgyalást a Tulczyjew-Dixon spin-mellékfeltételre is elvégeztük. Abban az esetben a (168) egyenletben további kor-
rekció jelenik meg.

A. A spinvektor derékszögű triád komponenseinek fejlődésegyenlete

Az előzőekben gömbi polár triád-vektorokat használtunk, hiszen Eα-kat a sztatikus megfigyelők (140)-beli gömbi
polár tetrád vektoraiból álĺıtottuk elő a (150) boost-transtformáció seǵıtségével. Ezért a tér különböző pontjaiban
Eα-k különböznek egymástól, ahogy a gömbi polárkoordinátarendszer érintő vektorai is. Ezért a test mozgása során
az Eα triád bázis változik, amit figyelembe kell venni a spin vektor valódi megváltozásának meghatározásában. Egy
módszert erre [27]-ben javasoltak, ahol a sztatikus megfigyelő nyugalmi rendszerében az (e1, e2, e3) gömbi polár triád
helyett egy (ex, ey, ez) Descartes-szerű triádot vezettek be a következő relációval:

(e1, e2, e3) = (ex, ey, ez)R , (178)

ahol az R forgás mátrix:

R (θ, φ) =

 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ 0

 . (179)

Ez ugyanaz a forgás mátrix mint, ami összekapcsolja a 3-dimenziós Euklideszi térbeli Descartes és gömbi polár
koordinátarendszerek érintővektorait. A boost-transzformáció és a térbeli forgatás egymással felcserélhető. Ezért az
(e1, e2, e3), illetve az (ex, ey, ez) triádokat az együttmozgó rendszerbe boostolva a következőhöz jutunk:

(E1, E2, E3) (e, u) = (Ex, Ey, Ez) (e, u)R . (180)

Itt (Ex, Ey, Ez) az (ex, ey, ez) triád boostoltja.
A spinvektor kifejthető a Descartes-szerű triád bázisban is

s = siEi , (181)

ahol i = {x,y, z}. A spinvektor Descartes-szerű triád komponenseire vonatkozó fejlődésegyenlet [27, 28]:

dsi

dτ
= −Ri

αε
α
βγΩβ(prec)s

γ . (182)

Itt Ωβ(prec) a precessziós szögsebesség6:

Ωβ(prec) = −Ωβ(orb) + Ωβ , (183)

ahol Ωβ(orb)-ot az alábbi egyenlet definiálja

(
R−1

)α
j

dRj
β

dτ
= εαγβΩγ(orb) . (184)

6 Megjegyezzük, hogy Ωβ
(prec)

defińıciója előjelben különbözik [27] referenciáétól.
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B. Numerikus vizsgálat

Az FMP spin-mellékfeltétel esetén végtelen sok helikális pálya adódhat a test jellemzésre. A pálya érintővektora
megjelenik a spin precessziós egyenletekben az EA-kon, illetve annak deriváltjain keresztül. Ezért a helikális pályák
mentén a spinvektor iránya nagyon komplikált mozgást ı́rhat le, ami azonban a reprezentat́ıv pálya csavarodásához
kapcsolódik és nem a spintengely valódi elfordulásához. Azért, hogy a spintengely mozgását a lehető legegyszerűbben
ı́rjuk le a test reprezentáláshoz nem-helikális pályákat célszerű választani. Nincs általános mód arra, hogy hogyan lehet
nem-helikális pályát választani. Ha megadtuk az

{
xa,m, ua, Sab

}
|τin értékeket, akkor még az aa kezdeti gyorsulást

kellene úgy rögźıteni, hogy a pálya ne helikális legyen. Egy javaslat erre [29]:

pa = mua + Sab
Fb
m

, (185)

ekkor (117)-en és (129)-en keresztül már következik aa is. A fenti feltétellel aa ∝ F a/m spinben vezető rendben,
ami plauzibilis nem-helikális pályára, mert aa ∝ O

(
s−1
)

teljesül helikálisra. A (185) feltételt nem lehet kényszerként
kiróni a teljes evolúció során, mert nem konzisztens a fejlődési egyenletekkel. A kezdeti feltételekre azonban kiróható
[28].

A kezdeti spin vektort a boostolt Descartes-szerű rendszerben adjuk meg:

s = siEi (e, u) , (186)

ahol

si = |s|
(

cosφ(S) sin θ(S), sinφ(S) sin θ(S), cos θ(S)
)
. (187)

Tehát a kezdeti spint annak nagysága |s|, illetve θ(S) és φ(S) szögekkel jellemzett iránya rögźıti.
A test pályájának jellemzésére bevezetünk egy kinematikai mennyiséget a következő defińıcióval:

l =
R×V

|R×V|
, (188)

ahol × a 3-dimenziós Euklideszi térbeli keresztszorzat, R a helyvektor:

Rx = x , Ry = y , Rz = z , (189)

és V egy térbeli sebességvektor7

V x =
dx

dτ
, V y =

dy

dτ
, V z =

dz

dτ
. (190)

A nevezőben lévő abszolut érték a számláló “Euklideszi” hosszát jelöli. Mivel a téridő aszimptotikusan śık, ezért a
térbeli végtelenben li egybeesik a pálya-impulzusmomentum irányával.

A numerikus példában egy spines test mozgását követjük nyomon forgó Kerr fekete lyuk körül. Az 5. ábrán
gömbszerű pályákat mutatunk. A felső sorban fekete vonallal a test tömegközéppontjának pályáját látjuk az

x = r cosφ sin θ , y = r sinφ sin θ , z = r cos θ (191)

koordinátatérben. A test kezdeti és végső helyzeteit zöld, illetve vörös pöttyök jelzik. A kezdeti helyzet az egyenĺıtői
śıkban található: θ (0) = π/2, r (0) = 8µ, φ (0) = 0. A központi kék felület a fekete lyuk ergoszférájának külső
határát ábrázolja. Az oszlopokban balról jobbra az |s| /µm spin nagyság 0.01, 0.1, illetve 0.9, a többi kezdeti érték
azonban ugyanaz. Kis spin nagyságra a pálya gömbi (ṙ = 0) és reprodukálja a 3. ábrát [27]-ben. Magasabb spin
nagyságra (második és harmadik oszlop) a pálya egyre kevésbé lesz gömbi, de ṙ � 1, ı́gy azok gömbszerűek. A
második sorban, a megfelelő pályák alatt lilás gömbökön a pálya iránýıtottságát meghatározó kinematikai mennyiség
fejlődését ábrázoltuk. A vektor kezdeti és végső irányait lila és fekete nyilak mutatják. E vektor fejlődéséből tisztán
látszik, hogy a spin nagyság hatással van a test pályájára. A harmadik sor zöldes gömbökön a spin irányának

7 Megjegyezzük, hogy a (190) defińıcióban tetszőleges időszerű paramétert használhatunk a (188)-ban megjelenő normálás miatt.
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fejlődését mutatja a boostolt sztatikus megfigyelő rendszerében. A kezdeti és végső spin irányokat a zöld és kék
nyilak mutatják. A negyedik és ötödik sorok ábrázolják az Ωα(prec) (e, u) spin precessziós szögsebesség fejlődését. A

negyedik sorban rövidebb, amı́g az ötödik sorban hosszabb időskálán látjuk ezt. Kis spin nagyságra |s| /µm = 0.01
a szögsebesség komponensei egyszerű oszcillációt mutatnak, amı́g nagyobb spinekre egy amplitudó moduláció jelenik
meg. Az amplitudó moduláció az ṙ 6= 0 miatt lép fel az utolsó két oszlopban.

További analitikus és numerikus vizsgálatok [28]-ban találhatók.
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Az Emberi Erőforrások Minisztériuma UNKP-18-4 kódszámú Új Nemzeti Kiválóság programjának támogatásával
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General Relativity” ćımű “International School of Physics” kiadványában, “Course LXVII”, szerk.: J. Ehlers (1979).
[14] Dixon W. G., The New Mechanics of Myron Mathisson and Its Subsequent Development, az “Equations of Motion in
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FIG. 5: Spines test fejlődése gömbszerű pályákon Kerr fekete lyuk körül, amelynek forgási paramétere a = 0.5µ. Balról
jobbra az oszlopokban a spin nagysága növekszik: |s| /µm = 0.01, 0.1 és 0.9. A sorok a következőt mutatják: 1. a pálya
az (x/µ,y/µ,z/µ) koordinátatérben (kék felület az ergoszférát jelöli, amı́g a test kezdeti és végső helyzeteit zöld, illetve vörös
pöttyök), 2. a pillanatnyi pálya śık iránýıtottsága li (kezdeti és végső helyzeteket lila, illetve fekete nyilak jelölik), 3. egység
spinvektor a boosztolt sztatikus megfigyelő rendszerében (kezdeti és végső spin irányokat zöld, illetve kék nyilak reprezentálják),
4. és 5. Ωα(prec) (e, u) rövidebb, illetve hosszabb időskálákon. A test kezdeti helyzete: r(0) = 8µ, θ(0) = π/2 és φ(0) = 0.

A kezdeti spinvektor iránya: θ(S) (0) = π/2 és φ(S) (0), amely a következő Boyer-Lindquist komponenseket eredményezi:
sr (0) / |s| = 0.8682, µsθ (0) / |s| = 0 és µsφ (0) / |s| = 0. [28]


