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A tétel torténete



Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél

Wigner tétele

Legyen H komplex Hilbert tér és jeldlje S az egységvektorok

halmazat. Legyen ¢: S — S olyan (nem feltétlen bijektiv!)
transzformacid, melyre a kévetkezd teljesiil:

(@ V)| = [{o(a), o(V))|  (lldl] = [[VI| = 1). (WF)
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Wigner tétele

Legyen H komplex Hilbert tér és jeldlje S az egységvektorok
halmazat. Legyen ¢: S — S olyan (nem feltétlen bijektiv!)
transzformacid, melyre a kévetkezd teljesiil:

(@ V)| = [{o(a), o(V))|  (lldl] = [[VI| = 1).

Ekkor Iétezik egy olyan linearis vagy antilinearis izometria
W: H — H és egy fiiggvény 7: S — T, hogy

o(d) = 7(0) - Wi (FeH).

(WF)
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Wigner bizonyitdsa nem volt matematikailag korrekt (1931).
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Wigner bizonyitdsa nem volt matematikailag korrekt (1931).
Az elsé matematikailag teljes bizonyitasok:
J. A. Lomont és P. Mendleson (1963). — Bijektivre
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Wigner bizonyitdsa nem volt matematikailag korrekt (1931).
Az elsé matematikailag teljes bizonyitasok:

J. A. Lomont és P. Mendleson (1963). — Bijektivre

V. Bargmann (1964). — Bijektivre

Figure: Valentine Bargmann
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U. Uhlhorn (1963)-ban — Altalanositas (projektiv geometria
alaptétele), bijektivre!

Figure: UIf Uhlhorn
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U. Uhlhorn (1963)-ban — Altalanositas (projektiv geometria
alaptétele), bijektivre!

Figure: UIf Uhlhorn

Am ezek hossz(i és nem kdnnyen atlathaté bizonyitasok.
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Az els6 matematikailag kristalytiszta bizonyitas

Molnar Lajos (1996) — algebrai megkdzelités. De nem elemi!

Figure: Molnar Lajos
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Figure: Gyéry Maté
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R. Simon et al. (2008) — Csak a szeparabilis eset.
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R. Simon et al. (2008) — Csak a szeparabilis eset.

A. Mouchet (2013) — Felteszi, hogy ¢ kétszer derivalhatd, és
hogy a tér szeparabilis.
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
Legyen P1(H) az egy-rangi projekciék halmaza.
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
Legyen P1(H) az egy-rangi projekciék halmaza. Ekkor

dg(P[d], P[V]) = [[P[d]-P[V]|| =
N—————

gap metrika
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
Legyen P1(H) az egy-rangi projekciék halmaza. Ekkor

d,(Pla, P[¥1) — |P[d-P171] = /1 - (@ 72 =
—

gap metrika
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
Legyen P1(H) az egy-rangi projekciék halmaza. Ekkor

dg(P[a], P[V]) = [[P[d]-P[V]|| = /1 - (& V)]? = /1 = Tr(P[A]P[V].
N—————

gap metrika
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Wigner tétel atfogalmazasa

Ha ||d]| = 1, akkor jeldlje P[u] azt az egy-rangi (6nadjungalt)
projekciét, melynek képtere pontosan C - .
Legyen P1(H) az egy-rangi projekciék halmaza. Ekkor

dg(P[a], P[V]) = [[P[d]-P[V]|| = /1 - (& V)]? = /1 = Tr(P[A]P[V].
N—————

gap metrika

Tekintsiink egy ¢: P1 — P1 izometridt. Ekkor létezik egy
W : H — H linearis vagy antilinearis izometria, mellyel a kovetkez6
teljesiil:

¢(P[a]) = WP[a]W" = PWa]  (||d]| =1).
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Metrikus rezolvens halmazok (ami inspiralta
a bizonyitast)
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Legyen dimH = N € NU{R¢}, N > 1.
Fixalunk egy ONB-t: {eTJ}JNzl

Legyen vj := (V, &) a V vektor j-edik koordinatdja.
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Legyen dimH = N € NU{R¢}, N > 1.
Fixalunk egy ONB-t: {eTJ}JNzl

Legyen vj := (V, &) a V vektor j-edik koordinatdja.

Definicié

Legyen (X, d) egy metrikus tér és D,R C X. Azt monduk, hogy az
R rezolvdlja D-t, ha barmely két x1,xo € D pont esetén, ha
d(x1,y) = d(x2,y) teljesiil minden y € R pontra, akkor
sziikségképpen x1 = xo.
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D:={P[7]: v; #0, Vj} C P

halmaz siirii P;-ben.
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D= {P[7: v #0, Vj} C P
halmaz siirii P;-ben.

Lemma

Legyen H egy szeparabilis Hilbert tér (véges vagy végtelen
dimenziés). Ekkor a

R = {P[&]}jL1 U {P[5(& — &+1), P[5(& + igis)l} o jen

halmaz rezolvalja D-t.
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D= {P[7: v #0, Vj} C P
halmaz siirii P;-ben.

Lemma

Legyen H egy szeparabilis Hilbert tér (véges vagy végtelen
dimenziés). Ekkor a

R = {P[&]}jL1 U {P[5(& — &+1), P[5(& + igis)l} o jen

halmaz rezolvalja D-t.

Bizonyitas. ...[]
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A Wigner tétel bizonyitasa a szeparabilis
esetben
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Bizonyitas. Legyen P[f] = ¢(P[&]), ekkor {£}; ONR.

H o= V{E}jN:r

Gehér Gydrgy Pal Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél



Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél

Bizonyitas. Legyen P[f] = ¢(P[&]), ekkor {£}; ONR.
H o= V{E’}jN:r
Ha v € S és ¢(P[V]) = P[w], akkor (WF)-bél
il = 1w, §)] (V)

adodik és a Parseval azonossag adja, hogy w € H'.
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Bizonyitas. Legyen P[f] = ¢(P[&]), ekkor {£}; ONR.
H o= V{E}jN:r
Ha v € S és ¢(P[V]) = P[w], akkor (WF)-bél
il = 1w, §)] (V)

adodik és a Parseval azonossag adja, hogy w € H'.
Ezért ha definidljuk az alabbi linearis izometriat:

V:H—H, V&=*f (jeNy),

és a
¢1(-) = V7o()V
leképezést konnyen lathats, hogy a ¢1(+) is teljesiti (WF)-t.
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Bizonyitas. Legyen P[f] = ¢(P[&]), ekkor {£}; ONR.
H o= V{E}jN:r
Ha v € S és ¢(P[V]) = P[w], akkor (WF)-bél
il = 1w, §)] (V)

adodik és a Parseval azonossag adja, hogy w € H'.
Ezért ha definidljuk az alabbi linearis izometriat:

V:H—H, V&=*f (jeNy),
és a
¢1(-) = V7o()V
leképezést konnyen lathats, hogy a ¢1(+) is teljesiti (WF)-t. Sét

¢1(P[g]) = V'P[f]V = P[V*f] = P[§] (j € Nn).
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Ujra (WF)-miatt
¢1(P[L/V2- (& — &11)]) = P[1/V2 (& — §j118.11)]

1 (P[L/V2- (& +ig11)]) = P[1/V2 - (§ — ¢js1841)]
ahol |dj 1] = [gj11] = 1 (1 <j < N).
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Ujra (WF)-miatt
¢1(P[1/V2-(§ — &:1)]) = P[L/V2- (& — §j116+1)]
¢1(P[1/V2-(§ +ig1)]) = P[1/V2- (§ — €j+1841)]
ahol [6j41] = |ej+1] =1 (1 <j < N). Ezért
V2 = |1+ 61571,

melybél ;11 = +iej11 (j < N) adddik a koszinusz tétel
segitségével.
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Ujra (WF)-miatt
¢1(P[1/V2-(§ — &:1)]) = P[L/V2- (& — §j116+1)]
¢1(P[1/V2-(§ +ig1)]) = P[1/V2- (§ — €j+1841)]
ahol [6j41] = |ej+1] =1 (1 <j < N). Ezért
V2 = |1+ 61571,

melybél ;11 = +iej11 (j < N) adddik a koszinusz tétel
segitségével.

© Ha ey = —idy, akkor U legyen az az unitér operator, melyre
k
Ug =&, Ua=[]]s]& (k>1)
j=2
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Ujra (WF)-miatt
¢1(P[1/V2-(§ — &:1)]) = P[L/V2- (& — §j116+1)]
¢1(P[1/V2-(§ +ig1)]) = P[1/V2- (§ — €j+1841)]
ahol [6j41] = |ej+1] =1 (1 <j < N). Ezért
V2 = |1+ 61571,

melybél ;11 = +iej11 (j < N) adddik a koszinusz tétel
segitségével.
© Ha ey = —idy, akkor U legyen az az unitér operator, melyre

k
Ug =&, Ua=[]]s]& (k>1)
j=2

@ Ha ey = idy, akkor legyen U a fenti egyenlGségekkel definialt
antiunitér operator.
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A ¢2(-) .= U*¢p1(-)U leképezés is megfelel (WF)-nek. Sét:
¢2(Ple]) = Plg] (VJj) = ¢2(D) € D,

G2 (P[1/vV2- (& — &41)]) = P[1/V2- (& — §11)] (V)
$2(P[1/V2- (& +i&)]) = P[1/V2 - (& + i&)]
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A ¢a(-) := U*¢1(-)U leképezés is megfelel (WF)-nek. Sét:
¢2(P[g]) = Plg] (VJj) = ¢2(D) € D,
62(P[1/V2- (& — g:1)]) = P[1/V2- (& — &11)] (V)
02(P[1/V2- (& +i&)]) = P[1/V2- (& + i&)]

fixen maradnak ¢p-vel. Az alabbiak is igazak:

62(P[1/V2- (& +i&)]) = P[1/V2- (§ £ ig1)] (1<j<N).
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A ¢a(-) := U*¢1(-)U leképezés is megfelel (WF)-nek. Sét:
¢2(P[g]) = Plg] (VJj) = ¢2(D) € D,
62(P[1/V2- (& — g:1)]) = P[1/V2- (& — &11)] (V)
02(P[1/V2- (& +i&)]) = P[1/V2- (& + i&)]

fixen maradnak ¢p-vel. Az alabbiak is igazak:
62(PL/V2 - (& + iga)]) = PIL/VZ- (§ £ igen)] (<)< N).
Tth. létezik olyan N > j > 1, melyre

62(P[L/V2 - (& + ig1)]) = P[L/V2- (g — igis)]

Fth. ez a j az els§ ilyen index.
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Allitas. Ekkor
¢2(Plvj-1§-1 + t& + vji11€11]) = P[vj—1§-1 + t& + V1€ 1]

teljesiil minden t > 0,vj_1 # 0, vj11 # 0, |vj_1|> + 2 + |vj1 [ =1
esetén.
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Allitas. Ekkor
¢2(Plvj-1§-1 + t& + vji11€11]) = P[vj—1§-1 + t& + V1€ 1]

teljesiil minden t > 0,vj_1 # 0, vj11 # 0, |vj_1|> + 2 + |vj1 [ =1
esetén.

Allitas bizonyitasa. ...0
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Allitas. Ekkor
¢2(Plvj-1§-1 + t& + vji11€11]) = P[vj—1§-1 + t& + V1€ 1]

teljesiil minden t > 0,vj_1 # 0, vj11 # 0, |vj_1|> + 2 + |vj1 [ =1

esetén.
Allitas bizonyitasa. ...0
Végiil legyen
I 1, 1 i 1, i
X = 5 j71+§ j+72ej+1a y 56171+§ej+56j+1.
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Allitas. Ekkor
¢2(Plvj-1§-1 + t& + vji11€11]) = P[vj—1§-1 + t& + V1€ 1]

teljesiil minden t > 0,vj_1 # 0, vj11 # 0, |vj_1|> + 2 + |vj1 [ =1
esetén.

Allitas bizonyitasa. ...0

Végiil legyen

L —1 1 L
X = ej 1+*ej \[J+1a )/25

. 1
5 ej,1 + Ee‘/ +
A fenti Allitas és (WF) implikalja, hogy

I —
%ej+1 .

V2/4=]i/4+1/4—i/2|=|i/A+1/4+i/2] = V10/4,

ami nyilvan nem igaz.
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Allitas. Ekkor
¢2(Plvj-1§-1 + t& + vji11€11]) = P[vj—1§-1 + t& + V1€ 1]

teljesiil minden t > 0,vj_1 # 0, vj11 # 0, |vj_1|> + 2 + |vj1 [ =1
esetén.

Allitas bizonyitasa. ...0

Végiil legyen

L —1 1 L
X = ej 1+*ej \[J+1a )/25

. 1
5 ej,1 + Ee‘/ +
A fenti Allitas és (WF) implikalja, hogy

ﬁej-ﬂ.
V2/4=]i/4+1/4—i/2|=|i/A+1/4+i/2] = V10/4,

ami nyilvan nem igaz. Tehat ¢p-nek identikusan kell hatni az R-en,
s igy a P1-n is. Kdvetkezésképpen ¢ a vart alaka. O

Gehér Gydrgy Pal Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél



Bizonyitads a nem szeparabilis esetben
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Bizonyitas. Az alabbi médon indexeliink egy ONB-t:
{e,&}u{éy;:9€O,j€eN,j>3}.

Ha j € {1,2} akkor &) := €.
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Bizonyitas. Az alabbi médon indexeliink egy ONB-t:
{e,&}u{éy;:9€O,j€eN,j>3}.

Ha j € {1,2} akkor & := €. Bevezetve egy ¢; (j transzformaciot
kapjuk, hogy

¢1(P[ey,]) = Plés;] (W €©,jeN)
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Bizonyitas. Az alabbi médon indexeliink egy ONB-t:
{e,&}u{éy;:9€O,j€eN,j>3}.

Ha j € {1,2} akkor & := €. Bevezetve egy ¢; (j transzformaciot
kapjuk, hogy

¢1(P[ey,]) = Plés;] (W €©,jeN)

Legyen
Ky =V{€y1,€92,€93,€94,...}

A ¢1|P1(Ky) megszoritas kielégiti (WF)-t a Iy altéren. A
szeparabilis esetben latott médon valaszthaté egy Uy diagonalis
unitér vagy antiunitér operator, mely segitségével ¢
attranszformalhaté ¢o-vé gy, hogy ¢o|P1(Ky) az identikus
leképezés legyen.
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Bizonyitas. Az alabbi médon indexeliink egy ONB-t:
{e,&}u{éy;:9€O,j€eN,j>3}.

Ha j € {1,2} akkor & := €. Bevezetve egy ¢; (j transzformaciot
kapjuk, hogy

¢1(P[ey,]) = Plés;] (W €©,jeN)

Legyen
Ky =V{€y1,€92,€93,€94,...}

A ¢1|P1(Ky) megszoritas kielégiti (WF)-t a Iy altéren. A
szeparabilis esetben latott médon valaszthaté egy Uy diagonalis
unitér vagy antiunitér operator, mely segitségével ¢
attranszformalhaté ¢o-vé gy, hogy ¢o|P1(Ky) az identikus
leképezés legyen.

Vegyiik észre, hogy minden Uy unitér vagy minden Uy antiunitér.
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Ezért Ggy transzformalhaté ¢o-be a ¢1, hogy
D2 P1(Ky) = Id|P1(Ky) (U € ©).
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Ezért Ggy transzformalhaté ¢o-be a ¢1, hogy
D2 P1(Ky) = Id|P1(Ky) (U € ©).

Allitas.
¢2 = Id
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Ezért Ggy transzformalhaté ¢o-be a ¢1, hogy
D2 P1(Ky) = Id|P1(Ky) (U € ©).

Allitas.

¢2 = Id
Allitas bizonyitas. Tekintiink egy olyan P[V] € Py projekciét,
melyre v; # 0. Ezen projekciék halmaza siirii P;-ben.
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Ezért Ggy transzformalhaté ¢o-be a ¢1, hogy
D2 P1(Ky) = Id|P1(Ky) (U € ©).

Allitas.

¢2 = Id
Allitas bizonyitas. Tekintiink egy olyan P[V] € Py projekciét,
melyre v; # 0. Ezen projekciék halmaza siirii P;-ben.

Legyen
o o0

PIW] := ¢a(P[V]), Vi:= (V,&p )€, Wo:= > (W, & ;)€
j=1 j=1
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Ezért Ggy transzformalhaté ¢o-be a ¢1, hogy
D2 P1(Ky) = Id|P1(Ky) (U € ©).

Allitas.

¢2 = Id
Allitas bizonyitas. Tekintiink egy olyan P[V] € Py projekciét,
melyre v; # 0. Ezen projekciék halmaza siirii P;-ben.

Legyen
o o0
PW] := ¢o(P[V]), Vo= (V,&pj)€hj, Wo:= Y (W,&;)é,.
Jj=1 j=1
Az (WF)-bsl a
Vol = [wajl (0 €©,jeN)
és

[(V, Vo) = [{w, vg)| (0 € ©)

Gehér Gydrgy Pal Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél



Wigner tétele kvantummechanikai szimmetriakrél

Mivel
o0 o
> gl = 107, 90)] = 17, %)l = | S 1va P exlits,)]
j=1 Jj=1

ahol wy j = vy jexp(ity) és tyj € [0, 2.
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Mivel
o0 o
> gl = 107, 90)] = 17, %)l = | S 1va P exlits,)]
j=1 Jj=1

ahol wy j = vy jexp(ity ;) és ty; € [0,2n[. Lathatd, hogy létezik
egy tg € [0,27[ szam Ggy, hogy

Wy = eXp(itﬁ)\?ﬂ (19 S @)
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Mivel

o0 o0
> gl = 107, 90)] = 17, %)l = | S 1va P exlits,)]
j=1

j=1

ahol wy j = vy jexp(ity ;) és ty; € [0,2n[. Lathatd, hogy létezik
egy tg € [0,27[ szam Ggy, hogy

Wy = eXp(itﬁ)\?ﬂ (19 S @)
Tekintve a fenti egyenlségben az elsé koordinatakat kapjuk, hogy
vV = exp(it)w

teljesiil valamely t € [0, 27[ szammal. O
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